LIMITES DE SUITES
CORRECTION

Exercice n°1

1
1) Puisque 2>1lim 2" = +eo donc lim — =0 et par suitg lim u, =1

n- +co n- +oo2 n- +oo

n- +oo 3 n-+o N N +oo

2) Puisque1<é <1, lim (}j =0 et puisquelim 1 =0, on conclut qug¢lim u, =0

3) Puisque-1< —%<1, lim (—%) =0 donc lim E(—lej =0 et par suitg lim u, =7

n - +oo nﬁ+oo3 n - +oo

4) Puisque—2 < —1, la suite définie suN parv, =(-2)" n'admet pas de limite, dor{a,) non plus

5) On factorise : Pour tout N, un=5”—4”=5‘(1 ;1 j 5”(1 (gj J

Puisque—1<g<1, lim (ﬂj =0 donc lim 1—(%) =1 et puisquelim 5" = +co, on en déduit quelim u, = +co

n - +oo 5 n - +oo N - +oo N - +00

6) On factorise : Pour tomtLIN, u, =

2 2
3" 1+ = nl+ S
_3+2_ ( 3”)_(§j 1+3”

n_ 1
8" -1 g 1_i 8 1-—
8" 8
n 2 2 N 1
Puisque 3>1, I|m 3" =+ donc lim 7 =0 puis lim 1+3— =1. Puisque 8>1Jim 8" = +o0 donc lim 7 =0 puis

1 1+ 2 1 3 3Y
lim1-—=1. Ainsi, lim —=—=1. Enfin, puisque-1<—<1, lim (—j =0
noto g noveo 101 8 n-+eo| 8

- =
Par produit, on conclut donc qyém u, =0

n - +oo

. . 1 <
7) lim n+3=+c0 donc par quotient)im —— =0, c’est-a-direl lim u, =0

N+ N+ n+3 N+
8) On factorise : Pour toutLUN, u, = 2n = 2J7f1 = 21
n+1 ﬂ(l"'j 141
n n

Puisque lim L =0,onalim 1+1 =1, donc par quotient lim u, =2

nﬂ+oon n - +oo n n - +oo

3 2 3 2
2-2+ 2| nl2-2+2
_on? —N+2_ n n? n n?

SN

9) On factorise : Pour tomtLIN, u, =

-1

= Sk

1 1 3 2 :
Puisquelim —=0, et lim — =0, on conclut quelim 2-—+—=2 et lim —-1=-1
n-+o N n-+o N no +oo n n n-+o N
2_§ +£2
Ainsi, lim = 1” N =_2 et par produit, on conclut qyéim u,
n- +oo N — +oo
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Exercice n°2
cosn _ 1 . 1 1 . . 1

<—, C'est-a-dire ——<u, <—. Puisque IIm-—=0 et
n+l n n n n-+e N

1) Pour tout nJN, —-1<cosn< 1 donc —ls
n

.1 s :
lim = =0, le théoréme d’encadrement « des gendarmes »peomet de conclure qukm u, =0

n4+oon n - +oo

o 1
On pouvait également encadrer la valeur absoluaide Pour toutnON, 0<|cosn|< 1donc Os|un|s—l et
n+

. .1 L , A R L : :
puisque lim = =0, on en déduit, toujours grace au méme théorénee Jigu |un| =0 donc limu, =0
n - +oo

na+oon n— +o

2) Pour toutnON, sin2n=-1, donc n+sin2n=n-1 Puisque lim n—-1=+c0, le théoréme de minoration nous

n - +oo

permet de conclure quBm u,, =+

n-1_ n+(-1)" .+l

3) Pour tout nON, —1s(—1)”s1, donc n—-1< n+(—1)nsn+1 donc ——<— <—
n“+1 n“+1 n“+1

, C'est-a-dire

n-1 n+1 : ...n=-1__. n_ . 1 .on+l . n_ . 1 .
——— <U, <——. Puisque lim e = lim — = im ==0 et lim = lim — = lim ==0, le théoréme
n-+1 n-+1 no+o N +71] n-o+on n-+oo no+o N +7] n-o+on n-+o M
d’encadrement « des gendarmes », nous permet deimnuelim u, =0

n- +oo

On pouvait également encadrer la valeur absolue uje Pour tout NnUN, Os‘n+(—1)“‘sn+1 donc

n+1l . ..on+l . n_ . 1 s
711 et puisque lim =lim —=1lim ==0, on en déduit,
n

|n+ -1 | n+1 g
0< (=) < C'est-a-dire 0<|u,| < - -
n-+o N +1 n-+o N n-+eo N

‘ n®+1 ‘_n2+1

toujours grace au méme théoréme, dim |u, | =0 donc lim u, =0
n- +oo

n - +oo

4) Pour toutnON, -1< (—1)n <1, donc n+(—1)n >n-1. De plus 1< (—1)n +2<3 doncl> En

1
_— >
(23

multipliant entre elles les inégaliték> =>— et n+(—1)n >n-1 entre quantités positives, on obtient la

1
(-1)"+2

. n-1 _ . . n-1 L s . , .
relation R):u, = T Puisquelim —— = +oo, par application du théoreme de minoration, orcknlim u, = +co

n- +oo 3 n- +oo

Exercice n°3

1) a) Pour toutnUN, |V ,,[=U,,, — :%un+2—3::_13un— :é(un_g,) :§V”

. e . 1 :
La sune(vn) est donc géométrique de raisq 3 et de premier terme, =u,—3=6—-3= 3

n n-1 n-1
b) Pour toutnON, v, =v, xq" =3X(%) =(%) . Commeyv, =u, -3, on aurau, =V, +3= (%) +3

N - +oo 3 N - +oo n - +oo

. 1, (1" =
c) Pmsque—l<§ <1, lim (— =0 c'est-a-dire| lim v, =0|. Grace a I'égalité), =v, +3, on déduit| lim u, =3

n+l n+l
o) )
2) Pour toutn N, si on noteS, =v, +Vv, +....... +V,, alors§, =y, x =3x =—|1-|=
" L1 2 2|7 (3
3 3

n - +oo 3 n - +oo n - +oo

Puisque—1<% <l,onalim (lj =0 donc lim {1—(%) }=1 et par suitelim S, =§
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Exercice n°4
NotonsQ, la propriété «n<u_ » et montrons que la propri€p¢ est vraie pour toun 1N

Initialisation :
L’hypothéseu, =1> 0 assure que la proprié@, est vraie

Hérédité

Supposons maintenant la propri€d¢ vraie pour un certain entigp[J N, a savoirp < u,. On deduit alors de cette
inégalitt2p+1- p<2u, +1- p, cest-a-direp+1<u,,, qui est la propriet€
On a doncQ, = Q

La propriété est donc vraie pour taut! N .
Puisque lim n =+, on conclut, par minoration, quém u, =+

X - +00 X - +00

pH1°

p+1» C€ qui acheve la phase d’héredité.

Exercice n°5
1) Il est évident que pour towtJN, u,  >0. On calcule successivememj =0,

u=1 u2+12=1\/02+12-—J_2_—x2\/§ J3=1,73
LoV 2

u, ; u2 +12-1 (J_) +12——\/_5 1,93

w =L 2 +1 1J_5 12__ —-—J_?, 1,98

u4: 1J_3, 12_— 21565 2 255+ 1,996

b) Il semble que la suné.l tende vers 2
2) Pour toutn 1N, on calcule :

RPN € N o wee (S O _1, 1. _
Vo, =U,, —4= =y/u +12 —4——(un+12)—4——un+3—4——un—1— (un—4)— v
2 4 4 4 4

n+l n+1 n
4

: L o1
La suite(V, ) est donc géométrique de raisgn

Puisque—1<%<1,onalim (lj =0 donc lim v, =0. De I'égalitév, =u’ -4 ontireu, = /v, +4

n - +oo n - +oo

Mais puisque pour tout N, u, >0, on au, =,/V, +4, et puisquelim v, =0, on déduif lim u_ =J4=2

n- +oo n- +oo

Exercice n°6
NotonsQ, la propriété «n<u_ » et montrons que la propri€p¢ est vraie pour toun L] N

Initialisation :

L’hypothéseu, =0, c’est-a-dire0< u, <2 assure que la proprié€@, est vraie

Hérédité

Supposons maintenant la propri€d¢ vraie pour un certain entigp[JN, a savoir0<u, <2. On déduit alors de cette
inegalitt 0+ 2<u +2<2+ 2, puis, par stricte croissance de la fonction mc= ‘/up +2 <4 cest-a-dire

On adond, = Q
La propriété est donc vraie pour taut! N .

O0<u,, <2, quiestla propriét€ ce qui acheve la phase d’hérédité.

pHL- pH
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2) a) Pour tout entienIN, O<u, <2 < v, >0
b) Pour tout entien 1N, on calcule :

(2-y2+u,)(2+2+u,)

2+, [2+u,

_(2)2_(M)2_4—(2+un)_ 2-u.  _ v,

© 2+ f2+u, 2+ 2+u, 2+ f2+u, 2+ 2+y,

Viu=2-U,, =2-/2+U, =

n+l

(multiplication par la quantité conjuguée)

: : o 1 1
Et puisque pour tout entiex(0N, 0<u,, alors2+./2+u, 22 et ainsi———<—.
2+,/2+u, 2
e A 1 1
Par multiplication pawv, >0, on conclutv, , = =V, X SV, X

2+ 2+u, " 2+ J2+u, " 2

. Al 1 A Voa
Puisquev, >0, l'inégalité v, ,; < Vv, XE est équivalente a™ <
vV
n

N |

n-1
NotonsQ, la propriété «v/, < (E) »
1 0-1 1 -1 1 0-1
Initialisation: L’hypotheseu, =0 < v, =2, etle calcul(zj = (Ej =2 assurent/, < (Ej cest-a-dire que la

propriétéQ, est vraie.

p-1
Hérédité :Supposons maintenant la propri@g’ vraie pour un certain entigpLJN, a savoirv, < (Ej .

e v oz . ,Vp+]_ 1 . ) Z .
On utilise alors I'inégalité— < E gui nous permet d’écrire :

VP
\ 1 1
et SR VAN VA
V 2 2 5
p hypothése de

récurrence
f_/%

1 (1)
iy (3)

1\ g o s
<V, < (Ej , qui est la propriét€),,,. On a dond, = Q,,,, ce qui acheéve la phase d’heredite.

La propriété est donc vraie pour tautlN .

n-1 n-1
c) Puisquev, >0, on a doncO<V, s(%) , et puisque lim (lj =0, le théoreme des gendarmes permet de

n - +oo 2

conclure quelim v, =0, donc quelim u, =2

n - +oo n- +oo
Exercice n°7
1) a) Démontrons par récurrence que pour 0UtN, O0<u, <4. NotonsQ, la propriété <O<u, <4 »
La propriétéQ, est vraie d’aprés les données de I'énoncé. Sup|.=1claq)ropriétéQp vraie pour un certain entigp [JN
fixé, c'est-a-dire 0< u, < 4. On a alors 3x0+4< 3><up +4<3x4+ 4 |, c'est-a-dire 4< 3Jp +4< 16 puis

Ja< J 3, +4<~16 (par stricte croissance de la fonction racine).s@metrouve donc ave@<u ,, <4, qui est la

[ —
u p+l

proprietéQ,,,, ce qui achéve la phase d’héredité et la démdiustrpar récurrence.

b) Montrons que pour tout LN, u, <u,,,. NotonsQ, la propriété «u, <u,, »

On calculey, = \/3U0 +4=1/3x 0+ 4= 4= 2 et ainsi, puisquel, <U,, la propriétéQ, est vraie

Page 8/15 limite de suites



Supposons la proprié®, vraie pour un certain entigpLIN fixé, c’est-a-direu, <u_,,

On a alors3u, +4<3u,,, +4 puis par stricte croissance de la fonction raci{féup + 4<\/3,|p+1+4, c’est-a-dire

Uy, <U,.,, qui est la propriét€),,,, ce qui achéve la phase d’hérédité et la démdiustrpar récurrence.

p+1?

c)La suite(un) est strictement croissante et majorée (par 4. ddt donc convergente.

Notons L la limite lim u,. On a alorslim u,,, =L, donc L vérifie I'égalitéL = /3L + 4

Nn— +o n- +oo
Onrésout'équatiol. + L = ?+ 3 4=L L - = 3
On trouve L = -1 ou4.=49 encalculantsondiscriminant
Comme pour tounIN, u, =0, la limite de(un) ne peut étre que 4. Aingilim u, =4

n - +oo

2) a) Pour toutn N, on calcule :

4-u.,, 4- 3un+4_(4— 3Jn+4)(4+m49_ 42—( :~3un+4)2

4-u, 4-u, (4-u)(a+Ja,+4)  (4-u,)(4+ 0, +4)
o le—(,+4 12- 3, _ 3(4-u,) _ 3
(4—un)(4+ 3un+4) (4—un)(4+ 3un+4) (4—un)(4+ 3Jn+4) 4+ Jau +4
Puisque pour tounUN, u, >0, on aura 3un+42\/71 donc 4+,/3u, + 4= 6 donc ;sl et en
4+.J3 +4 6

;<§ donc#<l
4+ J3 +4 6 4+ [u +4 2
1

: : . 4-u 1 :
Puisque pour toun N, U, <4 = 4-u, >0, I’|négallté4—“+ls§ est équivalente 4 —u,,, s§(4—un)
_un

multipliant par 3,

b) Démontrons maintenant par récurrence que pourntailN, 4—-u, < (%) (4—u0)
" 1Y’
NotonsQ, la propriété «4—u, < (Ej (4—uo) »
1 0
La propriétéQ, est vraie ca(ij (4— uo) =4-u,
1 p
Supposons la proprié®, vraie pour un certain entigpLIN fixé, c'est-a-dire4 —u,, < (Ej (4—u0)

p+1
En multipliant par% les deux membres de [linégalité, on obtie%{(4—up)s(§j (4—u0), et puisque

1 . o . 5 N e
4-u,, < E(4—up), on obtient4d—u,, < (Ej (4—uo) , qui est la propriét®),,,, ce qui acheve la phase d’heredite
et la démonstration par récurrence.

Puisque pour tounUN, 0<4-u, s(%) (4—u0) = 0<4-u < 4X(%) , et puisquelim (lj =0, on applique

n - +oo 2
le théoreme d’encadrement (dit « des gendarmesur)gonclure quelim 4-u, =0 < |lim u, = 4.
n— +oo n- +oo

On retrouve bien le résultat du 1) c)
. 1\" . , an? . _ 4n?
c) Puisque pour tounN, 0<4-u, <4x > on obtientO<n (4—un)s?. Puisque lim ?=O (par

croissance comparée), on appligue le théoreme aement (dit «des gendarmes ») pour conclure que
lim n’(4-u,)=0 = |lim v, =0|.

n - +oo N - +oo
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Exercice n°8
1) NotonsP(n) la propriété «O<u, <3 » et démontrons par récurrence sgueP(n) est vraie pour toun JN

Initialisation :La propriété est vraie poar0 puisqueu, =0= 0<u, <3
Hérédité: Supposons la propriéBén) vraie pour un entiam, c’est-a-direO<u, < 3.
On écrit alors successivement :

O<u,<3

=2x0+3< A, +3 % 3 3
c'est-a-dire 3<2u, +3< 9, et en utilisant la croissance de la fonction macicarrée sur[0;+00[, on obtient

J3< 2, +3< J9, cest-a-dired/3 < u,,, <3 doncO<u,, <3, ce qui prouve que la propriéténPl) est vraie.

En conclusionla propriétéP(n) est vraie pour toun LJN, c’est-a-dire [ Pour tout 1N, O<u <3

2) NotonsP(n) la propriété «u, < U, ,, » et démontrons par récurrence sgueP(n) est vraie pour toun LJN
Initialisation :

La propriété est vraie ponr0 puisquel, =,/2u, + 3= J3= Uy S Uy

Héredité :

Supposons la propriéE&n) vraie pour un entiem, c’est-a-direu, <U,,, .

On écrit alors successivement :

un S un+l

= 2xu +3< 20, +3’

et utilisant la croissance de la fonction racinerésa sur[0;+00[, on obtient\/Zx u, +3s\/2un+1+3, c’'est-a-dire
u.,, <U.,,, ce qui prouve que la propriétenPl) est vraie.
En conclusionla propriété™(n) est vraie pour toun O N, c’est-a-dire | La suita est strictement croissante.

3) Puisqueu est strictement croissante et majorée, elle cgeveers une limité
Puisque pour tout entiam, U, = f (un) avec f :X - +/2x+3, qui est continue su[0;+00[, la limite | verifie

[=f (I) On résout I'équatiod =+/21 +3 = |°=21-3=0etl > Q en calculant le discriminant de I'équation. On

2—@?
2

obtient A = (-2)” - 4x1x(-3 = 16= 4, donc I'équation admet deux solutions réellesintitss. |, = 1 et

l, =3. La conditionl >0 (et par ailleurs le fait que pour tout entiet] N, u, = 0) entraine le fait que :

=2+\/E
2

la limite de la suites est 3.

Exercice n°9

_3u,+2_3x1+2_
u, +2 1+2

1) On calcule successivemenu, =1, U, et

§-+2 i5
11 ~ _ 11 _8_5>< 11_ 85

u_3u2+2_3>< 1 11_ 8¢
w2 21, 43 11 43 43
11 11

2) NotonsQ, la propriété «Q<u, <2 ». La proprietéQ, est vraie d'apres les hypothese de I'énoncé.

Supposons la proprié®, vraie pour un certain entigpLIN , a savoir0<u, <2.

3u +2 3u,+2-2lu,+2) u -2
Alors uy, —2=—F—-2=—2" (p ): P

. PuisqueO<u, <2, on peut en déduire qug,,, —2<0,

up+2 up+2 u, +

donc queu,,, <2. D'autre partu ,, >0 caru, >0.

Ainsi, on trouve la propriét€) .., ce qui achéve la phase d’hérédité et la démdiustrpar récurrence

pHL
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3) On calcule le discriminant du polynonfe(x) = —x*+x+2 : A=1*-4x(-1)x 2= 9. Le polynéme admet deux

o , 1449 _-1-49
racines distinctes réelles qui sogt=—-—<=-1et X, =———~ =
() >0
D'aprés la régle du signe d'un trindme du secorgtéeP () < 0 sur ]~co; =] 0]2;+0o[ , P(x) >0 sur1; 7
3u, +2_u _3u,+2-u,(u,+2) —uZ+u, +2
u+2 " u,+2 U +2

4) On calculeu,,, —u, : Pour toutnUN, u_,, —u, =

n

Puisque pour toun UN, O<u, <2 et puisque pour touXD[O, 2] , —X*+Xx+220, on substituted,, ax
Ainsi, pour toutnON, u,,, —u, = 0. La suite(u, ) est donc croissante.
u,+2_, 3u,+2- 2(u, +2)

+ + -
5) Pour tout entien N, on calcule Uneg 2 u, +2 = Uy +2 U, —2
u,-2  u,-2 u, =2 (u +2)( -2)

n

-2 -2
Puisque pour toun N, U, # 2, on peut simplifier tnin = Uy = 1
u,-2 (u,+2)(u,-2) u,+2

n

Puisque pour tounN, O<u, <2, on aura2<u,+2<4 donc%< <.1_2, ainsi queu”L_zz>O, donc

u,+2 u, -
un+l B 2| n+1 2| -2 un+1 -2 | n+l 2| — +1 -2 _1 _ _
n+l n
| car > 0. Finalement; <= e u,,—2< |u 2
u -2 |u-2| 2 u, -2 u, -2 u,-2

6) NotonsQ, la propriété qu, —2| < (%) Uy =2 »

1 0
La propriétéQ, est vraie d’apres les hypothése de I’énoncé(eza} Uy =2 =|u, -2
Supposons la proprié®, vraie pour un certain entigpLIN , a savon*up - 2‘ <|— |uO - 2| .

p+l
Alors en multipliant chague membre de I’inéga"ug—Z‘ ( j |u —2| par% on obtlent—‘u —2‘ (1j |u —2|

Et puisque{up+l - 2‘ < %‘up - 2‘ ,onen déduihjp+l - 2‘ < (%) U, =2, qui est la propriét€,,,
Ceci acheve la phase d’hérédité et la démonstrpaonécurrence.
7) La suite(un) est croissante et majorée. Elle est donc convergen
Pour déterminer sa limite,on peut :
n n
- soit utiliser la propriété : Pour towtON, |u, -2/ < ( j U, = 2. Puisque-1< ; <1, on a lim (1j =0 donc

n - +oo 2

lim u,-2=0< |limu,=2

+
- soit noter sa limite L. Puisquigl,) est définie pau,,, = f (u,), avec f (x) = 3X+ 22 qui est continue sy0,2], la
X
- i 3L+2 2 o
limite L vérifie f(L)=L < e =L = 3L+2=L(L+2) = L>~L-2=0. En calculant son disciminant, on

résout cette équation. On troule= —1 ou 2. Puisque pour tout[1N, O<u, <2, la limite ne peut étre q
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Exercice n°10

1) De I'égalitécos X = 2co$x— lon en déduifl+ cosx = Zco?sg. Ainsi, u, =2cosd,

puis U, =/2+U, =2+ 2cod =/2(1+ cod) =V2J/1+ coB =\/§\/200§€ :2\/co§g =2

.
COS—
2

Puisque0 < 0<7—T on aura0<g T doncco{ej >0, etainsi

2 4
Ensuiteu, =,/2+U, = ,/2+Zcos——/ 1+cos— \/—1+COS— \/—,/2C0§—:2‘/CO§——

Puisque0 < 0<— on aura0<? s- donc cos( j> 0, etainsi

Enfin, U, =,/2+u, = ‘/2+20052—2 / 1+cos— x/_1+cos— x/_\/2c0§—:2\/co§——
«9

Puisque0 < 0<7—T on aura0<—35— doncco >0, etainsi
2 2> 16 2

g 1
cos— cos— doncuy, —2cos—

cos— doncu, —2cos—
22 22

g 17
cosz— doncu, —2c052—

) . g
2) Montrons par récurrence, que pour tout entierrebit, on au, = 2005{—)
2n
| =2 4 [ =0,1,2,3dapres | Iculs ci-d
NotonsQ, la propriété «, =2co on ». La propriété est vraie pomr=0,1,2,3d'apres les calculs ci-dessus

Supposons la proprié®, vraie pour un certain entigp 1N, c’est-a-direu,, = 200{2%)

Alors, puisquel+ cosx = 2C07s— on calcule :

=2+u, ‘/2+2c0 / 1+cos— \/_1+co - =4/2,/2c08 p+1—2,/co§2p+1

Puisque0 < 0<— on aura0 < — donccos( o j> 0, etainsi
2 2p+1 2Pt

2P
qui achéve la phase d’hérédité, et la démonsirgi@r récurrence.

cosﬁ doncu ZCOSF

cos—
2"

C’est la propriétéQ

p+l?

. , .8
3) Puisque 2>1/im 2" = 400 donc lim — =0

n - +oo na+002

o o
4) Par composition avec la fonction cosinus qui esttinue en 0, on trouvdim cos(2 j cos( Q = 1 c’est-a-dire

n- +oo

I|m 200{5} 2. Ainsi Ilmu =2
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Exercice n°11

1) Démontrongar récurrence surn que OnON, u, >0. Notons P(n) la propriété « «, >0 »
Initialisation : La propriété est vrai poo=0 d’aprés I'énoncé.

Hérédité : Supposons maintenant cR(ek) Soit vraie pour un certain enti&r>0. Alors :

u, > 0= 50= Uy 2 >O:>l[uk +3] >0, cest-a-direu,,, >0. Ainsi P(k)= P(k+1). L’hérédité est ainsi
Uy Uy Uy

démontrée. En conclusion, la propriét(:n) est vraieOnON

Pour que la suite soit stationnaire, il est nédessa suffisant quel, = J3.

En effet, supposons que =/3. Montrons alors quéinON, u, =/3. Par récurrence su; la propriété est vraie, par

hypothese, pour n=0, et si on suppose queuk:\/é pour une valeur dek donnée, alors

Upaq =%(\/§ +%) =%(\/§ +\/§) =3, ce gui achéve la phase d’hérédite et la démdiwstrpar récurrence.

NE

Réciproquement, si la suite est stationnaire, siglaifie queCnON, u,,,; =u, < U, —u, =0.

n

1 3 1 3 _-ui+3 : . .
Or OnON, u,,,-u,==|u,+— |-u,=—=u,+—=—"—_ Ainsi si la suite est stationnaire, cela entraiue
2 u 2 2u, 2u,

OnON, u,,, —u, =0 < u, =+/3. En particulier, poun=0, u, =/3
En conclusion, seule la valeuy =\@ rend la suite stationna|ire

n

2) a) UnON, on calculeu,,; - =%(un +ui] -3 =%[(u§ +3) - zfmn} =i[(un —\@)2}

n n n

OnON, on calcul%un+1 ++/3 =%(un +u—3nJ ++43 :Z—in[(uﬁ +3) + 2\/_31,1} :Z—in[(un +\/§)2}

1 3 1 3 _-u2+3
b) On=1, on reprend le calcul de ,, -u. ==|u, +— |-u, =—=u +—=—27"
) P e ”2("unj "2, 2,
2
D’aprés la question précédent&n0ON, u,,, - 3=2i[(un—\@) } Puisque OnON, u,>0 (question 1) et
uI"I

2
(un —\/§) >0, on en déduit quéinON, u,,, >./3. De plus, cette inégalité est en fait stricte Larexiste un indicek

tel queu, =/3, alors pour toun =k, on auraitu, =3 (démonstration par récurrence de la questiond suite serait
donc stationnaire a partir d’'un certain rang, ceesti exclu puisque, =1#+/3. En conclusionInON, Upyg >3, ce

qui se réécritin=1, u, >+3=>3-u? <0. Ainsi|On=1, u,,, -u, <0 = u,,, <u,, ce qui assure la décroissance ge la
'suite pourCn>1)

) La suite est décroissante paun=1 et minorée pak/§ (puisqueln=1, u, >\/§) donc converge vers une limite

qui vérifie | =%(I +|—3j = | =I§ ~ 12 =3. Des deux solutions de cette équatibr {~/3 ou | =+/3), seule la deuxiéme

est possible carinON, u, >0, donc nécessairemeritz 0. |Ainsi, la suite converge vers3

3) a) UnUN, on calculev,,,

1 2] )
:un+1_\/§:2un[(un_\/§) - (u”_\/g) :(un_\/éJzzvz
U, ++/3 zi [(un+\/§)2_ (Un"’\/é) u, +/3

n

, , 2n—1
Démontrons par récurrence qie=1, v, =(v,)” |
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La propriété est vraie poun=1, puisque(vl)21 =(v1)20 =(v1)1 =v,. Supposons que pour un entiee1 fixé, on ait

2k—1 2k—1+1

k
v =(v) =(v)*, ce qui achéve la
phase d’hérédité, et la démonstration par récuerenc

=Uo‘\/§:1_\/§, on a -1<v,<1, donc lim (vl)znfl =0, c'est-a-dire|lim v, =0|. En utilisant
U+v3 1+4/3 noe o

. . . . _u -3
I'expression de la suite en fonction de la suite, on a donclim —

notey ++4/3
L .U, —~/3 : T
I'équivalence lim — V3 =0« lim u, ~+/3=0 et on retrouve bignim u, =3|

n -+ un+ 3 n- +co N +oo

, alors puisquev,,; =V, on aurav,, = (v )’ :((vl)zk_l) :(vl)zk_lxzz(vl)

b) Puisque v,

=0. Mais puisquednON, u, +~/3>0, on a

Exercice n°12
1) a) Pour toutn 1N, on calcule

W = = = (U, +30) = (U, +20) = 5 (3, +90,) — (4, +8)

1 1 ) .
:1_2 (3u” +9Vn)_(4un +8\/n)} :1_2[3Un +9v” B 4J” a 8’”] :1_2[_un +Vn] :1_2Wn

La suitew est donc une suite géométrique de rarjs_gnet de premier termey, =V, —U, =11
1 n
Ainsi, pour toutnJN, on aw, =11><(1—2j , Ce qui assure que pour tautlN, w, >0

b) Puisque—1<i<1, lim (ij =0, donc lim w, =0
12 2

n - +oo n - +oo

2) a)Pour toutnON, u_,, —U, =E(un +2v,)-u, :}(un +2vn)—:—3un =E(un +2v, - 3u,) :E(Zvn -2u,) =2Wn

3 3 3 3 3 3
Puisque pour tounJN, w, >0, on en déduit que pour tomlIN, u, —u, >0 < U, >u,. La suiteu est donc
(strictement) croissante

1 1 4 1 1 1
b) Pour toutn N, v, -V, :Z(u" +3v,) -V, :Z(u" +3vn)—zvn :Z(u" +3v, — 4v,) :Z(U” -v,)= W

n

Puisque pour tounIN, w, >0, on en déduit que pour toutN, v ., —-v, <0 < v , <V, . La suitev est donc
(strictement) décroissante
c) Puisque la suita est croissante, tous les termgssont supérieurs ou €gaux au premier teune

Puisque la suite est décroissante, tous les termigssont inférieurs ou égaux au premier terype
Enfin, puisque pour tout 1N, w, =0, ceci se traduit par I'inégalité, <V,

Ainsi, pour toutnIN, on aju, €U, SV, <V,

3) Puisque la suita est croissante, la suiteest décroissante, et puisqlien v, —u, = lim w, =0, les deux suites etv

n - +oo n - +oo
sont adjacentes, donc sont convergentes vers ume fir@ite |
4) a) Pour toutn LN, on calcule :

o =80+ B, =32 (1, +2%,) +8x (U, +3,) =u, +2v, +2(u, +3v,)

=u,+2v.+2u, +6v, =3, + 8 =t

La suite(tn) est donc constante. Cette constante est égate@ramier terme !

On calculet, =3u, +8v, = 3x 1+ 8 12= 99

Ainsi, pour toutn[JN, t =99

b) Puisquelim u, = lim v, =1, on en déduit qudim 3u_ +8v, =3 +8 = 11 donc11 = 99

n - +co n - +co N — 00 \ )
t

n

Page 14/15 limite de suites



Exercice n°13

1) F;:

2) a) (cn) est une suite géométrique de premier teane 4 et de raison 5 donc,, = 4x 5,

n-1
b) (In) est une suite géomeétrique de premier tetpel et de raison% doncl, = (5) :

5 n-1
c) p, =c,l, donc p, :4><(§j .

3) g >1 donc(p,) diverge.

. ; . . 4
4) A l'étapen +1, on ajoutec, carrés d'aird’,,. D'od A,, = A, +c,l2, = A, +§(

2 n-1
5) A, :1+ﬂ+ﬂx§+ﬂx(§j +___+ﬂx(§j :1+ﬂ
9 9 9 9

9 9 9 \9

n- o n-o

6)g<1 donclim(§j =0 donclim A, =2.

7) La "figure limite" a un périmeétre infini mais ua@e finie.
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