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Exercice 1 :
On considere la suite (U, définie par :

U 6-U, VheN e Uo=0

n+1 :m
1) Montrer que : Un<2 VneN
Uo<?2

Pourn=0ona Ug=0 donc
Soitn € IN supposons que Un<2 et montrons que
Un+1<2 clest-a-dire Un+1—2<0

_6-U, _ 6-U,-8+2U,
Un+1_2‘4—Un_2‘ 4-U,
U,-2
Un+1_2:4EUn
Ona Un<2 donc Un—2<0 et 4-U,>2
U,-2
donc Un+1—2:4EUn<O
Dot Un<2 VneN
1) a - Montrer que :
(U, -3)(U,-2)
Un+1 Un = 4—Unn
2
6-U, .. 6-U,-4U,+Uj
Uns1=Un=5_ Un_U”‘ 4-U,
U U UR-5U,+6 (U, -3)(U,-2)
n+loENT 40, 4-U,

(U, -3)(U, —2)=U3 —5Up +6
(Up -3)(U,-2)

Dou Uy, 1—Unp= i-U, Ona
(U, -3)(U,-2)
Un+1 Un 4—Unn
Ona Un—2<0etUn—3<—-1let4-U,>2
(Un —3)(Up —2)

>0

Donc U, 1—Up = iU
n

D’ou la suite (Uy) est strictement croissante.
3) On considére la suite (V) définie par :

2Unp —6
vn=LH12 VheN
a — Montrer que (V) est une suite géométrique de raison 2
Montrons que Vo1 =2Vh ?  VNeEN
26—Un_6 12-2U,-24+6U,
Vn+1=2Un+l_6= 4-Uy, — 4-Up
Un+]_—2 Un—2 Un—2
4-U, 4-U,

4Up-12 _2(Up-6) _
Un-2

D’ou Vn.|.]_ = 2Vn

D’ou (Vy) est une suite géométrique de raison 2.

b — Exprimer V, en fonction de n.

(Vn) est une suite geométrique de raison 2 de premier

_2Up—-6_
Vo = Ug—2 =3

Vi =V,2" donc Vh =3x2"  VneN

1 n
6(1—(2) J
VheN
1 n
3—2(2)
Vn=2Yn=6 .\ (U -2)=2Un -6
Up—2

<:>VnUn —2Un =2Vn -6
@Un(Vn—2)=2Vn—6
@Un(Vn —2)_2Vn—6
_2Vh-6
Vp =2
2(3x2")-6 _px2" -6
3x2"-2  3x2"-2
6x2"(1-1) 6a-1)

2 2

Vhi1 =

terme

¢ —En déduire que Yy, =

< Unp

Donc Up =

Unp =

n 2
2"(3 n)
2
D’ou Un
2(1
2

d — Calculer lim U,

limUp =lim—~——7 [ (%Y] 8->

. (1\"
Car IIm(g) =0 et

(3=

o3
VheN

vv
>

—1<§<1

D’ou lim Uph=2
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Exercice 2 :

1 1, x*°-1
) Calculer | :jl mdx et J :joxe dx

1

J1 x(1+lnx) _Il X

(1+Ilnx) I —
In(1+|ne)—|n(1+|nl)=
D’ou I=1In2

2
J= jéxex —Lax

[In\1+ Inxﬂ1
In2

(x2 -1)'=2x

1,,.x%-1
2j02xe dx

1
T Y RPN G N | S |
_20(x D'e dx_z[e }0

1
A X 10 11
J_Z[e }O_Z(e e =11

J= foxeX Tx = J312xex gx =

Dou J=£=1
o 2e

\Jarif; 1.1 _ 1
2) a— Vérifier que X X+1 X(x+D)

1_ 1 _x+l-x__ 1
X X+1 x(x+1) x(x+1)

b — Calculer I’intégrale J'l 41)(;]

J.1 x(x+1) J1 x x+1
:[In\x\—ln\x+1ﬂl =In2-In3—-(In1-1In2)

jlgdx 2In2-In3

¢ — En utilisant une intégration par parties calculer :

K — 2In(x+1)
17 2 dx
: 1’
u(x) = In(x +1) u(x)=(>)<(:l) -1
241 -1
: 1 _ -2 X X
V'(X)=—5=X V(X) = =X~ __
2 2+1 1
B 2In(x+1)I In(x+1)
K_.[l 2 X= [ j1 x(x+l)
—_In3_ In2
K= 2 +le(x+1)
:In2—|n23+2In2 In3_3ln2—%ln3
D’ou K:3In2—%ln3

1
(1+Inx) =

Vxe[1,2]

Exercice 3 :

| - Résoudre dans C I’équation : z°—6z+12=0
7 —6z+12=0

A=6>-4x12=-12<0

= (i24/3)?

Donc I’équation admet deux solutions complexes
conjugueées :

_6+i2\3
2

D’ou S={3—i\/§;3+i¢§}

3-i3

=3+i3 et z,=27,=

Il - Dans le plan rapporté a un repere orthonormé
direct (O;u;V) on considére les points A, B et Q
d’affixes respectives a=3+ i\/§ et
b=3-3+i(3+3) et w=4

1) Déterminer la forme trigonométrique du nombre
complexe a.

a=3+iV3

ol =[3+iv/3| = 3% ++3" =12 =243

=3+iV3= —+i£
a=3+i\3 2J§(J— \/—)

a:2\/§(*/_+|—) 2\/_(cos +|sm“)
[af5g

2) Soit z I’affixe du point M du plan et z' I’affixe du
point M’ image du point M par ’homothétie h de
centre Q et de rapport (1+ \/§) .

a—Montrerque: z'=(1+ \/§) z—4\/§

h(M) =M’ & z-4=(1+/3)(z-4)

o 7—4=1+3)z-41+3)

o7 =01+3)z-43-4+4=(1+3)z-43
Dot ' = (1++/3)z—4/3

b — En déduire que B est ’image du point A par
I’homothétie h.

h(A)=B < b=(1++/3)a-43
& b=(1++/3)(3+i3) - 443

<:>b:3+i\/§+3\/§+3i—4\/§
o b=3-V3+i(x/3+3)

3) Montrer que 1’affixe du point C I’image du point A
par la rotation R de centre O et d’angle % est :

C=—3+3i
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j T
R(A)=C < c—2zo :elz(a—zo)

< c=(cosZ +isinZ)(3+ i</3)

< c=i(3+iV3)=—V/3+3i

D’ou € =—+/3+3i

4) Vérifier que : b=a+c en déduire que OABC est
un carré.

a+c=3+iv3-3+3i=3-V3+i(3+3)=b

Dou b=a+c
Onab=a+cob-c=a<b-c=a-z¢
< b-c=a-z0 < aff(CB) =aff (OA)
< CB=0A

Donc OABC est un parallélogramme

or R(A)=C < OA=0C et (OA;OC) =
D’ou OABC est carré.

5) Montrer que |b| =26 et arg(b) = %[Zn]

%[ZR]

Ib|=[3-\B+i(x3+3)|=(3-3)? + (3 +3)2

b|=9—-64/3+3+9+63+3=+24 =26
D’ou ‘b‘=2«/_
Onaa= [2\/5 n} donc arg(a) EE[ZE]

or arg(a) = E[Zn] donc (U;OA) =arg(a) [27]
—— o

Donc (u; OA) = 6 [21t]

On a [OB] est une diagonale du carré OABC

Donc (OA;OB) = %[ZR] or arg(b) = (ﬁ)[Zn]

(u;OB) = (u; OA) + (OA; OB)[2n]
(U;0B) =%+ E[2r] @oi (U;0B)=>2%[2n]

6) En déduire que b6 est un nombre imaginaire pur.

ona [b|=26 et arg(b) = 2%[2n]

oo <[ 246135 aoe <[ 24615
Donc b6:[(2\/_) 65“} [2\/' Tﬂ
Donc b6=[(2\/6) ;2n+%}={(2\/§) ﬂ
Donc b® = (2%)6 (cosB+isinT) = i(2J€)6

D’ou b8 est un nombre imaginaire pur.

Probléme :
Partie | :
On considere la fonction f définie sur IR par :

g(x) =x —1+e2%

1) a) Calculer:  lim g(x)=-+ooe€t

lim X
X—>+00 X—)—oog( )

lim g(x)= lim x—1+e?* =+o0
X—>+00 X—>+00
car lim e =4ooet lim X=+w
X—>+00 X—>+00
lim g(x)= lim x-1+e*=—w
X—>—00 X—>—00
car lim e =0et lim Xx=—o
X—>—00 X—>—0a0

b) Calculer g'(x)et dresser le tableau des variations
g(x) =x —1+e2%

9'(X)=1+2e2*  VxeR

g'(x)=1+262X>0 VxeR
X |—» +00
g'(x) +
+00
g(X) /
—

2) Montrer que g(x)<0 VX e]-oo;0] et
g(X) =0 VX e&[0;+oo| (remarquer que g(0) = 0)

On sait que g est croissante sur R

Vxe]-0,0] donc Xx<0 donc g(x)<g(0)

Dot g(X)<0  Vxe]-0,0]
VX e [O, +OO[ donc X=0 donc g(X)=>g(0)

Dou g(X)=0  Vxe[0,+of

Partie 11 :
On considere la fonction f définie sur R par :

f(x) = x% —2x + 2%

1) a- Calculer: |im f(x)et montrer Iim f(X) =400
X—»—00 —>-+00

lim f(x)= lim x 2 _2x+e% =+
—00

X—>—o0 x—)

lim e?X =0
X—>—o0
2X

Car lim Xx°—2X =+ et
X—>—

lim f(x)= lim x%-2x+e

X—>-+00 X+,

= lim x(x-2)+e*

X—>+00

Car lim X(X—2)=+o0 et
X—>+

= +00

lim e2X =400

X—>+0
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b - Montrer que [im @:4.00 et [im @:_w
X—>+00 X X—>—0 X
et interpréter les résultats géométriqguement
2 2X 2X
im T i XE=2xke™ iy yop48”
X400 X X—r400 X X—>+00 X
. e2x
Iim X—-2+2%—=+4w
X—>+00 2X
. . er
Im X—2=400 et |lim ~—=4w
X—>+00 X—>+00 2X
2 2X
fim T2 i XC=2xe™
X—9—-00 X  X——0 X
. er ] 1 2%
= |lim x=-24+4=—= |lim X-2+=e“"=-
X—>—00 X X—>—00 X
lim x—2=—w0 et lim 1e?X=0
X—>—00 X—>—00 X
im T et gim f¥ o o
X—>+o X X——wo X

D’ou (Cf) admet au voisinage de + oo et - oo une
branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées.

2) a— Montrer que f'(x) =2g(x) VxeR

f(x) =x2 —2x +e2%
f(X) =2X — 2+ 262X =2(x —1+e2%) = 2g(X)
Doii  f(x)=2g(x)

b) Etudier le signe de f'(x) sur IR puis Dresser le
tableau des variations de la fonction f sur R.
Ona f'(x) =2g(x)
g(x) =0 Vx &[0+ donc f'(X) >0 Vxe [0,+00]

g(x) <0 V¥xe]-0,0]donc f'(x) <0 Vx e&]-0,0]
X — 0 +00
/(%) - 0 +

+ 00 +00
fx) \ /
1

c) Montrer que y = 1 est I’équation de la tangente (T) a
(C) au point d’abscisse 0
Onay=f'(0)(x—-0)+f(0) f(0)=1etf'(0)=0
Donc y=1

d—Endéduireque T(X)>0 VxeR

f(0) =1 est le minimum de f sur R

ona VxeR f(xX)>f(0)
Donc f(X)>1>0
pou f(X)20 VxeR

3) Tracer la courbe (Cy).

Partie 111 :
On considere la suite (Uy) définie par :

Uy, =Ud+e?"  VneN e Uy=1

1) Montrerque: U,>1 VNeN
Pourn=0ona Ug=1 donc U,>1

Soitn e IN supposons que U, >1 et montrons
que U,,.21

U,>1=U3>1=U,, ;=1 e®ns0

Dot U,21 VneN
2)a—Montrerque U,,;>2U, VnheN

ona f(x)20 WVxeR

Donc x2—2x+e2X 20@x2+ezx >2X VxelR

Donc U2 +e?Y% >2U, VneN
Dou U,,1>2U, VneN

b — Montrer que la suite (U,) est croissante.
ona U,,1>2U, VneN

Un+1—-Un 22U, -U,
Donc Uy 1 —-U,2U, or U,>1 VNneN
Donc U,,1—-U,20 VneN
D’ou la suite (Uy) est croissante
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3)a—Montrerque: U, >2" VNneN
Pourn=0ona Uy=1 et 20=1 donc U,>2°
Soitn € IN supposons que U, > 2" et montrons que
Up,q 2™

Ona U, >2" donc 2U,>2x2" <20, >2"
OrU,,12=2U, donc U,,,2>2U, >Nt

Donc Uy, 12 on+l

pou U,>2" VneN

b — Calculer limU,

ona U,>2" et lim2" =+ 2>1
d’ou limUp =+
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