TD- LOGIQUE ET RAISONNEMENTS
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

Exercicel : Donner la négation et la valeur de verité de
chacune des propositions suivantes

HP:"vxeR/x*>0"
2) P: "3xeR/x*-2=0"
3)P:xelL2

4)P:" VneN/geN“

5)P:(vxeR);-1<cosx<1

6) P:(vneN);(3meN):n<m
7) P:(3n eN) 2n+1 est pair

8) P:(VneN);\/ﬁeN

9P:(vx eR);(Iy eR):y —x >0
10)P:(3!x eR);2x +4=0

11) P:(Ix eR);x* =2

12)P: (3x eZ);XZeZ

13)P:(vx eR);(Iy eR):y* =x

Exercice 2 Ecrire a l'aide de quantificateurs les
propositions suivantes :
1. Le carré de tout réel est positif.

2. Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.

3. Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.
4. Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.
5. Il existe un entier multiple de tous les autres.
6; Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.
Exercice 3: xeR;yeR
0<x<2 1 1

=

Montrer que :
0<y=<2 x vy

Exercice 4 : X€R™ Montrer que :
1
=1-Jx=x=0

1+\/§

Exercice 5: 1) Montrer que :
(V(ab)eR?):a2+b?=0=>a=0et b=0

2) XeR" et yeR" Montrer que:
x+y+2:2\/§+2\/§:>x:y:1

Exercice 6 : Montrer que :
(V(ab)eR?):a2+b2=1=[a+b|<2
Exercice 7: Montrer quesi acQ et beQ alors

a+be@Q
Exercice 8 : on considére la fonction définie sur

1
R—-<{—=%par:
{ 2}'0
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f(x)= X+2 Montrer que :

S 2x+1

1 1 1
|x—1|<§:z|x—]js|f (x)-f (1)|s§|x—1|

Exercice 9: Montrerque : ne N= n+l ¢ N

n+2
Exercice 10 :  Montrer que pour tout

vxe[-2;2]: 2\J2 = Ja—x2

Exercice 11: Montrer que pour tout

vxeR:|x-1<x2-x+1.

Exercice 12 : résoudre dans R I'inéquation (E):
X 1

1-—»>

4 J1+x

Exercice 13 : résoudre dans R I’inéquation (1):
[x-=1+2x-3>0

Exercice 14 : Montrer que pour tout

vxeR: M +x=0.

Exercice 15 : résoudre dans R I’inéquation (1):

x2—|x—2/+5=0

Exercice 16 : Montrer que n(n+1)(n+2) estun multiple
de 3 pour tout Ne N.

Exercice 17: XeR etyeR

Montrerque: X#2 et Y#2 = 2X+2y—-Xy—2#2
Exercice 18: XeR etx#-5

X+2
Montrer que : X#-8 = ——#2
X+5
Exercice 19 : Soit neN. Montrer que si n2 est pair alors
n est pair.
Exercice20: xeR;yeR

Montrer que : x#y = (x+1)(y—1)#(x-1)(y+1)
Exercice 21 : Soit neNet peN

Montrer que NX P est pair ou N?— P2 est un multiple
de8 .
Exercice 22 : Soient a>-0 et b>0 Montrer que si
a b
——=——-alorsa=>.
1+b 1+a

Exercice 23 : Soit f la fonction numérique définit sur R

par: f(x)=x2+2x

=




Montrer qu’il n’existe pas de nombre positif M tel que :
vxeR ona: f(x)<M

Exercice 24 : Montrer que : ¢ Q

Exercice 25 : (Contraposée ou absurde)

Soient a;beQ

1)Montrer que : a+bvy2=0=a=b=0

2)en déduire que : a+by2 =a’'+b'V2 =a=a' et
b=b'

Exercice 26 : (absurde)

On considére ’ensemble : A= {1; 2:.3:4;... n} avec n un
nombre entier impair
Etsoient X, ; X,; X35 X, ;...

I’ensemble A distincts deux a deux

; X, des éléments de

Montrer que : 3i € A/ X. —1 est pair

Exercice 27 : Montrer que La proposition
P:(vxe[0;1]):x22x est fausse :

Exercice 28 : Montrer que La proposition
P:(VxeR)(VyeR):x2+y2>x+y est fausse :
Exercice 29 : Montrer que La proposition
P:(V(ab)eR?):ya2+b2=a+b est fausse :
Exercice 30 : Montrer que La proposition suivante est
fausse :

« Tout entier positif est somme de trois carrés »
(Les carrés sont les 02, 12, 22, 32,... Par exemple
6=12+12+22))

Exercice 31 : Montrer que La proposition

PZ(VXER*)ZX-}-EZZ est fausse :
X

Exercice 32 : on considére la fonction f définie sur R

par : f (x)=2x2—x+3 Montrer que : fn’est ni pair ni
impair

Exercice 33 : Montrer que La proposition

azb
P:V(a;b;c;d)el&‘i“;{C 4= 8te #b+d estfausse :
+
Exercice 34 : Montrer que La proposition

P:(VxeR)(JyeR):x?—xy+y?=0 est fausse

1
Exercice35: WVX>0 X+;Z 2

Exercice 36 : soit xeR Montrer que :
=< <
2 5 x+1 3
Exercice 37 : résoudre dans R 1’équation (E):

VX2 +1=2x

Exercice38: XxeR etyeR
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Montrer que : |x—y|<2yx*+y*+Xy

Exercice 39 : 1) Montrer que :
(v(a;b)e(R+)2):a+b=0<:>a=0 eth=0
2) XeR et Yy €R Montrer que:

X2+1+y2+1=2 < x=y=0
Exercice 40 : Montrer que : Vn e N;3" >1+2n .
Exercice 41 : (Récurrence) Montrer que pour tout n € N*,
nx(n+1)

5 .

Exercice 42 : Montrer par récurrence que :pour tout entier
n>5:2">6n
Exercice 43 : Montrer que : VN € N;n®> +2n est
divisible par 3
Exercice 44 : (Récurrence) Montrer que pour tout
neN":

1+2+3+...+n=

n nx(n+1)x(2n+1
YK =r+22 43+ 40P = (n+3)<( )
k=1 6

Exercice 45 : (Récurrence) Montrer que pour tout
n nZx(n+1)2
neN : YK =0+2+3+. .+n’ =#
= 4
Exercice 46 : (Récurrence) Montrer que pour tout
neN":
k=n

D (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)=(n +1)°.
k=1
Exercice 47 : Montrer que : VN e N;4" +6n—1 est
divisible par 9
Exercice 48 : Montrer que : VN e N;7" —1 est divisible

par 6

Erreur classique dans les récurrences

Exercice 49 : Pour tout entier naturel n, on considére les
deux propriétés suivantes :

P (n) : 10" —1est divisible par 9

Q (n) : 10n + 1 est divisible par 9

1) Démontrer que si P (n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.
2) Démontrer que si Q (n) est vraie alors Q (n + 1) est
vraie.

3) Un éléve affirme : " Donc P (n) et Q (n) sont vraies pour
tout entier naturel n.

Expliquer pourquoi il commet une erreur grave.

4) Démontrer que P (n) est vraie pour tout entier naturel n.
5) Démontrer que Q (n) est fausse pour tout entier

naturel n.

On pourra utiliser un raisonnement par I'absurde.

Exercice 50 : Soit P(n) la propriété dénie sur N par :

7" —1Est divisible par 3
1) Démontrer que si P(n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.
2) Que peut-on conclure

2




Exercice51: acR etbeR telque: ae|-L1[ et

a+b

1+ab

Exercice 52 : Traduisez les propositions suivantes en
langage courant puis déterminer sa négation et la valeur de
Verité :

1) P:(vxeR);(IyeR): x>y

2) P:(IxeR);(VyeR):x>y

3) Pi(VxeR);x*24=x22

4) P:(IxeR);x* =4

b e ]-1,1] Montrer que : -1< <1

5) P:(Vg>0);(EIXe{1+£;neN*}j/X<g+lo
n

Exercice 53 : A I’aide de la méthode des tables de vérité,

dites si la formules POUP est une tautologies.
Exercice 54 : 1. (Raisonnement direct) Soient

aeR":beR"
. a+b
Montrer que si a<b alors aSst et OS«/%Sb

2. (Cas par cas) Montrer que pour tout n e N;n(n+1)
est divisible par 2 (distinguer les n pairs des n impairs).

4. (Absurde) Soit n € N* Montrer que vn>+1 n’est pas un
entier.
5. (Contre-exemple) Est-ce que pour tout X eIRon a

Xx<2=x<4?
6. (Récurrence) Fixonsunréel ac R™
Montrer que : Vn eN;(1+a)" 21+nxa.

Autre exercices

Exercice 1 : P, Q des propositions ; Ecrire la négation des
propositions suivantes :

1. Toutes les voitures rapides sont rouges ;

2. Tout triangle rectangle posséde un angle droit

3. Dans toutes les prisons tous les détenus détestent tous
les gardiens

4. Pour tout entier x il existe un entier y tel que pour tout
entier z la relation z <y implique la relation z < x + 1.

5. il existe un mouton écossais dont au moins un c6té est
noir

6. a) (PetQ) b)(nonPetnonQ) c)(P= Q)
Exercice 2 : Supposons que les chiens aboient et que la
caravane passe. Traduisez les propositions suivantes

En langage propositionnel. On note p : les chiens aboient et
q : la caravane passe.

a) Si la caravane passe, alors les chiens aboient.

b) Les chiens n’aboient pas.

c) La caravane ne passe pas ou les chiens aboient.

d) Les chiens n’aboient pas et la caravane ne passe pas.
Exercice 3 : Démontrer les énoncés suivants par
récurrence :

HVvVneN n®—n est divisible par 6
2)VneN N® =N est divisible par 30
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3)VneN N’ —n estdivisible par 42

Exercice 4 : Déterminer les valeurs de vérité des
propositions suivantes :

1. (3 est un nombre impair) = (6 est un nombre premier)
2. (V2 est un nombre irrationnelle) = [(Vx € R) (1 +2x <
x?)]

3. (5 est positif) = (3 divise 18)

Exercice 5:

1)Donner une condition nécessaire et pas suffisante pour :
a) x € [1,2]

b) n divise 6

2)Donner une condition suffisante et pas nécessaire pour :
a) x € [1,2]

b) n divise 6.

Exercice 6 : Etudier la vérité des propositions suivantes :
1.VXeR:2x* +x+3>0

2.¥(a;b)eQ” av2+b#0
. N+l
3. VneN :(—¢N
n

Exercice 7 : écrire la négation des propositions suivantes
Q;(I,eR):x<2=x*>2019

Pi(Vx eR):x #2=>x*#4

Exercice 8 : Ecrire a ’aide des Quantificateurs la phrase
suivante :

1) « Pour tout nombre réel, son carré est positif ».

2) « Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel
que leur produit soit strictement plus grand que 1 ».

3)« Pour tout entier n, il existe un unique réel x tel que
X>N»,

Exercice 9 : Ecrire avec des Quantificateurs les
propositions suivantes puis dans chaque cas dire si la
proposition est vraie ou fausse.

1)Tout entier naturel est pair ou impair.

2)Tout entier naturel est pair ou tout entier naturel est
impair.

Exercice 10 : En utilisant le raisonnement par contraposé
montrer que :

si Xe [Li+oof et Y& L:+oo

x#y=x-3x#Yy -3y

Exercice 11 : Etudier la vérité des propositions suivantes :
l.HXERZ‘XZ—X‘+3X=0

2.3x=0:x*+3x=0

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices

Que I’on devient un mathématicien
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