Pro-. Denmouisa Med

Niveau : 2 P.C. ET 2S.V.T.- Cours @ LES NOMBRES COMPLEXE ~ page j]: )

lXa Notation exponentielle ou écriture exponentielle d’un nombre complexe non nul :
a. Définition :

* L’écriture trigonométrique de z=[r,a]=[|z|,argz]| sera notée de la maniére suivante
z=[r,a]=r(cosa+isina)=re*
o z=re" s’appelle I’écriture exponentielle ou la forme exponentielle de z non nul

2es i\" i e (o 1 i i i i(a
o Propriétés : (e'“) =g Tp=e'( B . ——=e®; e xe® =e@® avec aetpdeR et neZ .
e e
b. Formules d’ EULER :
Soit aeR onpose ona: z =[1, a] =cosa +isina est un nombre complexe de module 1 et

d’argument o.. Donc z =cosa+isina=¢e" d’ot :

Z=cosa, +isino =e" } {z+§=2cosa=e‘“+e“°‘
o

Z=coso—isina=e"® 7—7z="2isino=e*—g™

coso = >
< - _
) _ gt _gic
i 2i
A — = = — = = —— = :_ ] = = _ﬂ_ — — — - - — — —
n Z + Z eIOL + e [’ w
cCOos oL = —
formules d> EULER 2 2 —
Zz — E el _ g ix "
sinoa = = |

E o T ————
Remarque : avec z=cosa.+isino=e"*
D’apres formule de Moivre on a :
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Formules d> EULER Données clés

Naissance 15 avril 1707

Bale (Suisse)
Déces 18 septembre 1783 (a 76 ans)

Saint-Pétersbourg (Russie)

Nationalité Ed suisse

Champs Mathématiques et physique
. Académie des sciences de Russie
Institutions

Académie de Berlin
Renommé pour  Liste compléte
. nethémeticen susse. Dans <
&, en notera | & fa place de, notetios ;4% ( W
utiicde pour Fntensité en edricié Signatu re
c. Application linéarisation :

e On linéarise cos® x.

Z+z _e“+e™
2

CoS® X = (Z—ZEJ = %(z + 2)3 :%(z3 +32°2+ 32(2)2 +(E)3) = %(23 +(E)3 +322 x(Z + 2))

1 1 3
= §(2c033x+ 3x1x2c0sX) = Zc053x+zcosx .

D’aprés formules d’EULER : COSa = d’ou :

Conclusion : cos®x =2c0s3X +6C0sX .

X, Equation du deuxieme degré :

a. Activité :
1. Résoudre les équations suivantes :
.2eC/z2=0.
.2eC/z2=2.
.2eCl/z2==-2
2. Donner la propriété :

Propriété :

b.

Soit @ est un réel , ensemble des solutions de ’équation : Z€ C : 72
e Si a=0 alors S={0} .

e Si a>0 alors S={\/a,—\/a=} ' ||

a. Activité :
On considére I’équation suivante : (F) :zeCl/az2+bz+c=0.
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_ b) b2-4ac bY A
Ona: az2+bz+c=a||z+— - =al| Z+— -—— -
2a 4a 2a 4a

2
d’ou : az2+bz+c=0<a z+£ —Az =
2a 4a

2 A
<:>[z+2—a) _4_aZ=0 ; (a=0)

<:>(z+£)2— A ; (1)

2a) 4a’
. b\’ b hecua .
o1 cas A=0: (1) & | z+— | =04 Z=——donc I’équation a une solution double Z =——
2a 2a
i -b++A —b-+A
e 2™ cas A>0 :Ona: Rc C donc I’équation a deux solutions réelles : 7, = 2—\/— '2, = Z—J— :
a a

e 3mecas A<O :
Donc —A >0 par suite : A=—1x(—A)= iz(\/—_A)2 =(i\/—_A)z.

SI+—=——
2a 2a 2a 2a
7oL WA G, D _N-A
2a 2a 2a 2a
7o —b+iv-A ou 7= -b-iv-A
2a 2a
Conclusion : ’équation a deux solutions complexes conjuguées : z, = b +2| -4 1z, = b _2| A .
a a

b. Théoréme :
f Equation du 2™ degré de laforme ze C/az2+bz+c=0 ; ae R et H\

A =b2—4ac a pour solutions :

e 1° cas A=0 : ’équation a une solution double zZ = %8
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c. Remarque:
. zl+22=—9et zlx22=g.
a a
o A#0alorsaz’+bz+c=a(z-z,)(z-z,) .
e A=0alorsaz’+bz+c=a(z-z,) .
d. Application :

On considére I’équation suivante : (E) :2eC/z22+z2+1=0.
1. Calculons A le discriminant de I’équation .
On aA=b2-4ac=1"-4x1x1=-3<0
2. On déduit les solutions de I’équation :
Puis que A <0 : I’équation a deux solutions complexes conjuguées sont :

Zl:—b+|x/—A =—1+|\/§:—_1+iﬁ ;22=z_l=——i—
2a 2 2 2 2 2

X.\. L’écriture complexe des transformations suivantes : translation — homothétie — rotation .

01. Vocabulaire :
Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (0, u, \7) .

e On considére la relation suivante : cette relation a tout point M(z) de (P) d’affixe z on associe le point
M’ ’ '
(Z') de (P) d’affixe 7.
e Cette relation est notée f ou g et appelée transformation dans le plan (P) .
f: (P)>(P)
M _ i=>fl M =M"
(2) ( (z)) ()

e L’écriture : z'=f (Z) est appelée ’écriture complexe du transformation f

e Cette transformation est représentée de la maniére suivante :

02. L’écriture complexe de certains transformation f :

A\. L>écriture complexe d’une translation f = t-:

a. Rappel :
Translation : f =t est définie par pour tout point M de (P) ona: f(l\/l) =M'< MM =u
b. Remarque :
MM'=G<:>ZW =Z.<&2'-2=U avec M(z) et Ml(z') et G(b).
c. Propriété:
= == = = = = oz o= = o= ———————— == —

-

! e L’écriture complexe du translation f = t. de vecteur u d’affixe le comp

" ou bien z'=z+b .
e Toute transformation f dans le plan complexe qui transforme p, . au point N,  telque: z'=z+b est

() (%)

e = e = e & — = — =
-15 -
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d. Application :

¢ On considére la transformation f qui associe tout point pg . de (P) d’affixe z on associe le point M ( )

(2) z'
de (P) d’affixe 2" tel que: z'=z+2-3i .
1. on détermine la nature de cette transformation f :

on remarque que I’écriture complexe du translation f = t. est delaforme z'=z+b d’ou f est

. (-(2
une translation du vecteur u d’affixe b=2-3i (u[ 3D .

B. L’écriture complexe d’une homothétie f = h(Q, k) :
e. Rappel:
Homothétie : T = h(Q, k) Q est le centre de ’homothétie et k le rapport de I’homothétie
Homothétie : f =h(€, k) est définie par pour tout point M de (P) ona: f(M)=M'< QM= KQM
f. Remarque :
OM'=kQM & Z_.=Z
oM kaM avec M, et M, et Q.
o7-0=k(z-0) (2) ()
g. Propriété:

-

. ® Toute transformation f dans le plan complexe qui transforme M(Z)au point nq*,  telque: z'=kz+ I
z

est une homothétie :

< de centre le point Q(m) ,Q est un point invariant par f c.a.d. f(Q) =Q ou o=ko+bdot ®= ﬁ

< De rapport k e R\{0,1}. s

Application :

h.
¢ On considére la transformation f qui associe tout point M(z) de (P) d’affixe z on associe le point M (z)
de (P) d’affixe 2" tel que: 2'=2z+1+1.
1. on détermine la nature de cette transformation f :
on remarque que I’écriture complexe de la transformation f est de laforme z'=kz+b d’ou f est

une homothétie de rapport k =2 et de centre le point Q(m) €2 est un point invariant par f c.a.d.

O=20+1+1 d’ou: m:lliz—l—i.

Conclusion : la transformation f est une homothétie de rapport k=2 et de centre le point Q d’affixe

®=-1—1 oubien f= h(Q(n):—l—i) , 2) (le centre est le point de coordonnées (—1,—1) )

-16 -
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C. L’écriture complexe d’une rotation f = F(Q, 9) :

Rappel :
Rotation : f = r(Q,O) Q est le centre de de la rotation ret 0 est I’angle de la rotation I (0 est mesure )

La rotation : f =r(€,0) est définie par pour tout point M#€Q de (P) ona:

QM'= QM
f(M)=M" T : = inti i
(M) =S (QM,QM')Ea (2n) etpour Q ona: f(Q)=Q (Q estun point invariant )

. Remarque :
QM'=kQM<:>ZW=Z .

kaM avec M, . et 1t et Q.
<:>Z'—m=k(z—co) () (z) (=)

I~

Propriété :

//’écriture complexe de la rotation f =r(€,0) de centre le point Qe

“ oubien z"'=2ze® +b avec (bzco—mei“ EC).
(1]

e Toute transformation f dans le plan complexe qui transforme N, . au point p*, | tel que @ Z |

(2) (z')
avec a=let [a|=1 (ou z'=2ze"+b ) est une rotation : )

% de centre le point Q(m) Q est un point invariant par fc.a.d. ®=an+b (ou ®@=e"w+b ) dou:

Z2'-o
ZI—®

< D’angle arg(a) (2r) (ou 6= arg(eie) (2r) ) ou encore 6= arg(

) (2n) . 4
_A

L.  Application :
¢ On considere la transformation f qui associe tout point p

) de (P) d’affixe z on associe le point M (z)
de (P) d’affixe ' tel que: 2'=—iz+1-1
2. on détermine la nature de cette transformation f :
ona: z'=—iz+1-i=e"z+(1-i)

on remarque que I’écriture complexe de la transformation f est de la forme z'= 7e® +b d’ou f est
une rotation :

b 1-i ) . .
e de centre ®=——=——=—1 d’ou le centre est le point Q(
1-a 1+i

o=—i)

e d’angle : arg(eie)sarg(—i)z—g [2n] .

: : . T :
e Conclusion : la transformation f est une rotation r(Q(mz_i) , _Ej de centre est le point de

coordonnées (O, 1) .

-17 -
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c. Exercice:
Parmi les écritures complexes des transformations suivantes indiqué la nature et les éléments
caractéristiques de chaque transformation .
l. z2'=—-4z-2+5i .

2. 71'= ﬁ+1i Z—-4+2i.
2 2

Correction :
1. Pour:z2'=—-4z-2+5i
I’écriture complexe une homothétie f est de laforme z'=kz+b avec k=—4 ¢ R\{O; 1} d’ou f est

une homothétie de rapport k =—4 et de centre le point Q(m) Q) est un point invariant par f c.a.d.

. , . ~8+12i . -
Q=Q"'donc ®'=w d’ou : ®=-30—8+12i d’ou : 03=T=—2+3| (on peut utiliser la
relation suivante = 2 - Z8+121 _ 5 4y

1-k 1+3

Conclusion : la transformation f est une homothétie de rapport kK =—4 et de centre le point Q

d’affixe =2+ 3i ou bien f = h(Q(m=2+3i),—4) ('le centre est le point de coordonnées (2, 3) )

2. Pour z'=(§+%i}z—4+2i .

3 1.

Ona: z'=| —+=i|z-4+2i= cos£+isinE z+—4+2i=eigz—4+2i.
2 2 6 6

D’ou I’écriture complexe est de la forme : 2" = ze® +b.
Conclusion : la transformation f est une rotation de centre le point Q d’affixe
. T . .
0= —4—\/5— (3+ 2\/§)| et d’angle gou bien f = h(Q(m=2+3i),—4) ('le centre est le point de
coordonnées (2,3) )

d. Résumé pour les transformations précédentes :

Transformation donnée de la forme f transforme le
point M(Z,) au point M (Z) avecz'=az+b ;(a,b € (C)

Rappel

. Ecriture complexe
Transformation est : P

Le programme se limite a trois cas les valeurs de a
1*casa=1 ona: z'=z+Db

Translation : f =t Z = ﬁ.: b Nature de la transformation : f est une Translation
f(M)=M" e MM = Y Z?“_ zlinb Eléments caractéristiques :

e b est I’affixe du vecteur G de la translation f .
Homothétie : T =h (<, k) Z'—co=k(z—m) 2¢mecas a=k e R \{1} ona: z'=kz+b

Q centre de I’homothétie ou bien Na’ture dela trapsfor_mation f: f est une Homothétie
K rapport (_ie_lﬁhomothétie 7'=kz+b Eléments caracterlsthue,s .:
définition : (b — o—ko e C) ¢ k rapport de ’homothétie f

f(M)=M'< QM'=kQM

- 18 -
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b b
e ®=—— =——est affixe du centre Q de

1-k 1-a
I’homothétie f
e Remarque : Q est invariant par f doncf (Q) =Q

&

D’ou: z'=kz+b < ow=ko+bdonc oa=1

=~

Rotation : f =1 (2, o)

3¢mecas [a|=1 ona: z'=e"z+b
ou z'=az+b=(cosa+isina)z+b
ou z'=(x+yi)z+b ;(avec|x+yi|)

Nature de la transformation f : f est une Rotation
Eléments caractéristiques :

e 0 OU arg (X + yi) est ’angle de la rotation .

Q centre de I’homothétie e QOu
detmition: z-o=(z-0)e" | = P - Pl P D
' ou bien l1-a 1-€® 1-(cosa+isina) 1—(x+yi)
_ M l= i b
f(M)_M < (kz) € Z+_b) 0)=1—=1—ieestl’afﬁxeducentre9dela
‘L =®—0e"* -a 1l-e
QM*=QM rotation f
(QW,QM ) =q (Zn) * Remargue :
% Q estinvariant par f doncf (Q) =Q
b
D’ou: z'=az+b < o=kon+bdonc co=1—.
—a
—®
< Deméme: o= arg( ) (2r)
Z—®
Remarque pour la rotation :
QM'=QM

(!W,!W) =q (21t)

la géométrie plane et Les nombres complexes

QM* 1
QM
@ L]
Z'-®
arg
Z-o

-19 -
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AcetBetCetD et cing points du plan complexe tel que leurs affixes sont z , et zg et z et z et z,
=AB =z, -2, Mesure de (GKB) est :
z z yre—
7 = A; B affixe de | milieu de [AB] ( u, AB )Earg(zB -2,) [271;]
AC=kAB=z.-2, =k(ZB_ZA) Mesure de (E,Eﬁ) est :
.-,
b= =kelR (A#B ——
2 -2, (A=B) (A8, cD)= arg( ) [27]
Acet B et C sont alignés équivaut a - (arg( Zg — A) n[2n] ou Z_ et Z. affixes des vecteurs U et
—Za Vona
8 "%y =02 u.v)= _
arg(ZC ) [2x] ) ( u, v )_arg(ZG) arg(Z;) [2n]
ou

A

équivaut a arg(
C

Remargue:[arg( B~ A) o[2r]ou arg( Zs ~ A) n[Zn]J

,)=07]

(G,—Q) arg( J[Zn]

I Z.
U et V sont colinéaires équivaut —* e R (Z\7 # O)

ZQ *
U etV sont orthogonaux équivaut < Z—V = bi ;(b eR ) (Z\7 # O)

Acet B et C et D sont alignés ou
cocycliques équivaut a

ZD—ZAXZ
Zg—1Z,

v —
B ZC

—-Z

eR

ZD C

u

(220

z -2 — —=\ T

(AB)//(CD) < arg(->—=) == [2x] ou arg( C) 0 [2x] (AB)i(CD)c( AB, CD )EE [x]
z,-2, z,
Z,-2

< arg(=>—=)=0 [x] 7 -7, =m
Zy—1Z Sarg(——)=— |In
6~ Za L [~]

Relation complexe Signification géométrique

L’ensemble des M d’affixez | 1. AM=BM . M appartienne a la médiatrice du segment[AB] :

tel que : |Z - ZA| = |Z - ZB| 2. L’ensemble des M c’est la médiatrice du segment[AB] :

1. AM=k

z-z,|=k (k :

| A| ( > 0) 2. M appartienne au cercle de centre A et de rayon k .

Zo—Zp _ |:r'+£:| el e Si re R"\{1} alors ABC est un triangle rectangleen A.

z,-12 T2 e Si r=1 alors ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

z.-12

£ A=1 ABC est un triangle isocéle en A.
Zg—Z,
z.-12, T = . N
= [1;15] =e? ABC est un triangle équilatéral .
ZB - ZA
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