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Les nombres complexes

4 | Liensemble des nombres complexes )

L’équation 22 = —1 n’admet pas de solutions dans R. On imagine qu’il existe un nombre imaginaire noté
1, solution de cette équation.

On va construire un ensemble noté C plus grand que R qu’est engendré par le couple (1,7) (cad. tout
élement de C est combinaison linéaire de 1 et ¢ a coefficients dans R).

Définition :

L’ensemble C est définie par : C={z=a+ib/(a,b) € R* et i* = —1}.
* a + ib s'appelle I'écriture algébrique (unique pour tout élément de C) de z.

* a s’appelle la partie réelle de z sera notée Re(z).

* b s’appelle la partie imaginaire de z sera notée Jm(z).

* L’ensemble des nombres imaginaires pures sera noté iR.

Proposition :

Soient z,2' € C :
z =72 <= Re(z) = Re(2') et Im(z) = TIm(Z)

z€R<«<=Tm(z)=0 z € iR <= Re(z) =0

La représentation graphique d’un nombre complexe :

Le plan (P)(appelé apres le plan complexe) minue d’un repere orthonormé directe (O, 0, 7)

* Tout point M(a,b) du plan (P) est une image d’un unique nombre complexe z = a + ib, on écrit M (z).
De plus z s’appelle I'affixe de M et on écrit z = af f(M).

* Tout vecteur W (a,b) du plan (P) est une image d’un unique nombre complexe z = a+ ib, on écrit ().
De plus z s’appelle l'affixe de W et on écrit z = aff(ﬁ).

Conséquences :

* Les nombres réels sont les affixes des points de ’axe des abscisses appelé I'axe réel.
* Les nombres imaginaires pures sont les affixes des points de 1’axe des ordonnés appelé 'axe imaginaire.
Proposition :

Soient A(z4), B(zg), W (2z), ?(z7) etaeR. Ona:
aff(AB) = zp =24 aff(@+7) = aff(@)+aff(F) : aff(e@)=a.aff(@)

Proposition :

Soient A(z4), B(zp), C(z2¢) et I(zr) telle que I est le milieu de [AB]. On a :

Zat+ 2 . .. . ZB — %
&21 - 5 B * Si A, B et C sont distincts, alors : A, B et (' sont rectilignes < B eR J
ZC — A
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4 2 Conjugué d’un nombre complexe - module d'un nombre complexe )

Définition :

Soit z = a + ib un nombre complexe tel que a,b € R. Le conjugué de z est le nombre complexe Z = a — ib.
Proposition :

Soient z,2’ € Cet n € N*, on a :

n n n n
*x 2+ 2 =Z+ 2 et en général : sz:Zz_k x zxz = Zxz et en général : szznﬁ
k=1 k=1 k=1 k=1
. 1 1 z Zz
xSiz #0,alors (= | ==cet (=) == * (27) =z
z z z z
Conséquences :

Soit z € C, on a :
z2+Z=2Re(z) ; z—z=2TIm(z) ; zZ=
;. zeRezZ=2z ; zeiR&
Définition :

Le plan complexe minue d’'un repeére orthonormé directe (O, U, 7)
Soit M (z) un point du plan complexe tel que z = a + ib et a,b € R.
Le module du nombre complexe z est la distance OM sera noté |z| et on a : OM = |z| = Va? + b2.

Proposition :

Soient z,2’ € Cet n € N*, on a :

n n
* |2x2'| = |z|x|2'| et en général : | [] 2| = [ |2l-
k=1 k=1
. / 1 z |Z‘ n n / !/
*xSiz' #0,alors |—| = — et |—| = —:. * 2" = |2|™ x|z 42| < 2| + 7]
21| 2|2
Conséquences :
_ 2 _ ;= /
*x 2Z = |2 x|zl =|—z| = |7| *x|z|=02=0 *z:z¢|z|:|z|.

*\SOient A(za) et B(zp) du plan complexe, on a : AB = |zp — z4|.

J
4 i asgument et la forme trigonometrique d'un nombre complexe )

Définition :

Soit M (z) dans le plan complexe, minue d’un repére orthonormé directe (O, , 7), tel que z # 0.

=
On appelle argument de z qu’on note arg(z) toute mesure de I’angle orientée (7, OM) en radian et on

éerit arg(z) = (W, 0M)[2n].
Remarque :

0 est le seul nombre complexe qui n’a pas d’argument.
Proposition :

Soient z,2' € C* et n € N*, on a :

x arg(z2') = arg(z) + arg(z')[27] et en général : arg (H zk> = arg(z).
k=1 k=1

wrg (é) = —arg(2')[27] * arg <§) = arg(z) — arg(z’)[27] *arg(z")=n arg(z)[Qﬁ]J

Tel : 06 06 39 22 82 21 5 octobre 2018



Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

ﬁ’roposition : \
Soient A(a), B(b), C(c) et D(d) des points du plan complexe C' # D on a :
*SiA# Bona: (7,/13) = arg(b— a)[27].

*SiA#Bet A#Cona: (AE,A(E) =arg (c—a) [27].

b—a
*SiA%BetC#Dona:WEarg(Z:Cj) 2r].
Remarques :
*x (VzeRY) : arg(z) =0[27]. *x (Vz e RY) : arg(z) = «[27].
x (V2 €iRY) : arg(z) = gm]. x (V2 €R*) : arg(z) = —g[%].
Proposition :

Tout nombre complexe non nul z = a+1ib s’écrit sous la forme z = r[cos(a)+isin(a)] our = |z| = Va? + b2,
a b

= — t 1 = —.
cos(av) o e sin(a) .

Définition :

L’écriture z = r[cos(a) + isin(a)] s’appelle la forme trigonometrique du nombre complexe z et on note
z=r,al.

(ie. tout nombre complexe non nul est bien déterminé par son module et son argument )

Proposition :

Soient z = [r,a] et z = [/, de C* et n € N. On a :

1 1
—i=lratn i ZT=ln-a] ; s'=[rata] ; -=[1 -]
z r / n n ©
,—{/,a—a} ;o 2" =[r", nxa]
z r
La formule de Moivre
Pour tout couple (n,«) € NxR on a : (cos(a) 4+ isin(a))"™ = cos(na) + isin(na) .
Remarque :

Qformule de Moivre sert a calculer cos(na) et sin(na) en fonction de cos(«) et sin(a). /

4 || Lanotation exponenticlle d'un nombre complexe non nul. N

Définition :

x Pour tout @ € R on note par €'* le nombre complexe cos(a) + isin(a) et on écrit cos(a) +isin(a) = ™.
* Pour tout nombre complexe non nul z, on appelle la notation exponentielle la notation re* ou z = [r, o
et on écrit z = re'™.

Proposition :

Pour tous a, o € Ret n € N, on a :

* el — gl * (eia)n — eine % eiaeia’ _ ei(a—i-a’) % _ ei(a—a’)
et
Proposition :
eia + e—i‘l ] eia _ e—ia
Les formules d’Euler : cos(a) = —y et sin(a) = Y
i

N /
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Remarque : \

On utilise les formules d’Euler dans la linéarisation de cos"(x) ou sin™(z) ou cos™(z)sin™(x). Cad les

eix e—ix n
transformées en somme des termes de types acos(kz) + bsin(kx) en développant <+> ou

2
eix _ efix n
29 '

Exemples : )

K cos®(z) = icos(?)x) + icos(m) sin®(r) = 3 cos(4x) — ;COS(QI) + 3 J
\

4 1 Les racines n-iemes d’un nombre complexe non nul.

Définition :

Soient v un nombre complexe non nul et n € N tel que n > 2.

On dit que le nombre complexe z est une racine n-iéme (ou racine d’ordre n) du nombre complexe u si

2" = .

Proposition :

Tout nombre complexe non nul z = re*® tel que r > 0, admet n racines n-iemes qui sont :
%J)

2p = {L/Fei(%Jr n) ke{0,1,...,n—1}

Proposition :

n—1
. =N i & £RT
La somme des racines n-iemes d’un nombre complexe non nul est nulle.( g e+ aE) = O)

k=0
Conséquences :
* Les racines n-iemes de 'unité sont :  wu = e"(%Jr%Tﬁ) ., ke{0,1,...,n—1}
* Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposées.
o 1 _
* Les racines cubiques de 'unité sont : 1, j = ' = —5 + 27 et 7J.
* Les racines 4-iémes de 1'unité sont 1, —1, 7 et —i.
Proposition :
L+j+52=0 5 j=7 3 7=0P=1 3 jj=1
Proposition :

Toute équation az? 4+ bz + ¢ = 0 tels que a € C* et b, ¢ € C admet :

b
% une solution double z = —— si A = b? — 4ac = 0.
—b+9 —b—9

et Z9 =

* deux solutions différentes z; = si A # 0 avec ¢ est une racine carrée de A.
Conséquences :

Si z; et 2z, sont les deux solutions de I'équation az? + bz +c = 0 (a # 0) alors

x az? +bz+c=a(z — 2)(z — z) pour tout z de C.

c
* 21+ 29=——¢€t 2129 = — .
\ a a /
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@ ] Les transformations dans le plan et les nombres complexes . )

M'(2") est 'image de M (z) par une transformation dans le plan.

Nature de la transformation Définition Description complexe
—
une translation du vecteur  (b) MM =74 Z=z+4b
H _>
une homothétie de centre Q(w) et de rapport k QOM' = kQM 2 =k(z—w)+w
OM' = QM |2/ —w| =]z — w|
une rotation de centre Q(w) et d’angle ¢ — 2 —w

(QM, QM) = 6[2n] arg | —— | = 0[2n]
\\ (M +# Q) =z —w) +w
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