Nombres complexes A.KARMIM

NOMBRES COMPLEXES

Partie 1

) L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
1) Approche historigue :

L'histoire des nombres complexes commence vers le milieu du xvi€ siecle avec une premiere apparition en 1545, dans
I';euvre deCardan, d'une expression contenant la racine carrée d'un nombre négatif, nombre qu'il appelle sophistiqué.
C'est Raphaél Bombelli qui met en place les régles de calcul sur ces quantités que I'on appelle alors impossibles avant
de leur donner le nom d'imaginaires.

Durant trois siecles, ces nombres sont regardés avec méfiance, n'en étant pas vraiment mais permettant des
raccourcis intéressants tant en algebre que dans la toute nouvelle branche du calcul infinitésimal. Les mathématiciens
du xvii® siecle tentent avec audace de généraliser les fonctions de la variable réelle a la variable imaginaire, tant6t
avec succes, comme pour I'exponentielle complexe, tantot avec plus d'aléas, comme pour la fonction racine n-ieme ou
la fonction logarithme complexe.

Durant la premiére moitié du xIx® siécle se succedent les tentatives de légitimation des nombres complexes comme
représentation du plan, ensemble de polynémes ou structure algébrique définie sur des couples de réels. Cependant
leur utilité dans tous les domaines de I'algébre et I'analyse et I'utilisation qu'en font les physiciens, tant en optique que
dans le domaine de I'électricité, en avaient déja fait des outils essentiels des sciences mathématiques et physiques.

fr.wikipedia.org

2) Définition d’'un nombre complexe.

On admet gu’il existe un ensemble noté C ses éléments s’appelles des nombres complexes qui vérifie :
e RcC
e On définit dans I'ensemble C deux opérations appelées la somme et le produit et qui prolonge la somme et le
produit dans R .
e L’ensemble C contient un nombre non réel noté i et qui vérifie i = —1
e Tout nombre complexe z s’écrit et de fagon unique comme : z = a + ib ou a et b sont des réels
o Leréel as’appelle la partie réel du nombre complexe z ; on écrit : a = Re(z)
o Leréel a s’appelle la partie imaginaire du nombre complexe z ; on écrit : b = Im(z)
o L'écriture:z = a + ib s’appelle I'écriture algébrique du nombre complexe z .

. a+ib=a’+ib’<:>{2fz,

° a+ib:0<:>{gi8

Re(z) = Re(Z'
e omr o R =R

Im(z) = Im(z")
e Lensemble R est totalement ordonné, c’est-a-dire : (V(x,y) ER?)(x <youy < x)
e L’ensemble des nombres complexe n’est pas ordonné.

e L'ensemble R I'ensemble des nombres réels est une partie de C; (Vx € R)(x = x + 0i)
zeEReIm(z) =0

e L'ensemble iR est une partie de C, s’appelle L'ensemble des imaginaires purs ; iR = {iy/ y € R}
z€EIR S Re(z) =0

e RUIREC RNiR={0} (& veutdirestrictementinclusstrictement2+3i & R et2+ 3i € iR)
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/1) LES OPERATIONS DANS R,
1) L’addition dans R.

Définition :

Soient z=a+ib et z' =a’ + ib’ deux nombres complexes.

La somme des hombres complexes z et z’ est le nombre complexe noté z + z' définie par :
z+zZ =(a+a)+i(b+b")

Re(z +z") = Re(z) + Re(z")

Im(z+z') = Im(z) + Im(z")

On en déduit que : {

L’addition dans I'ensemble C est :

e Associative :(V(z,21,2,) € C3)((z+ 21) + 2, = 2+ (21 + 23))

e Commutative: (V(z,z') €EC*)(z+ 2z =z' + 2)

e 0 estl’élément neutre pour I'additiondans C: (Vze€ C)(0+z=2z+ 0 =2)

e Chaque élément z dans C a un symétrique appelé 'opposé de znoté (—z) ;z+ (—z) = (—z) +z=0
On dit que € muni de I'addition est un groupe commutatif, on le note par : (C,+)

Soient z et z’' deux nombres complexestelsque:z=a+ib et z' =a’ +ib’

La différence de z et z’ est la somme de z avec le symétrique de z’ c’est-a-dire : z + (—z') qu’on lanote : z — 2’
z—7z =(a—a)+i(b-Db")

2) La multiplication dans C.

Comme la multiplication dans C prolonge celle dans R on peut définir la multiplication dans C par:
Soient z=a+ib et z' =a’' + ib’ deux nombres complexes.
Le produit des nombres complexes z et z' est le nombre complexe noté z X z' définie par :
zxz = (a+ib) X (a'"+ib")
=aa' +ab'i + iba’ + bb'i* (i*=-1
(aa" —bb") +i(ab' + ba')

zx 2z = (aa' — bb") +i(ab’ + ba)

La multiplication dans I'ensemble C est :
e Associative :(V(z,21,2) € C3)((z X 21) X 2y, = 2 X (21 X 7))
e Commutative: (V(z,z') € C?)(zx z' =z' X 2)
e 1 estl’élément neutre pour la multiplicationdans C: (Vz € O)(1 X z=2zX 1 =2)

14 . 1 , (1 _
e Chaque élément non nul z dans C a un symétrique appelé I'inverse de z noté : (E) ouz

zx(3)=(3)xz=1
VA Z
On dit que C* muni de la multiplication est un groupe commutatif, on le note par : (C *,X)

En plus des 8 propriétés que vérifient 'addition et la multiplication dans I'ensemble C il y a une propriété commune
entre les deux opérations :

e La multiplication est distributive par rapport a I'addition dans C :
(V(2,21,23) EC)(zX (2, + 23) =2z X 2z, + 2 X 23)
Définition :

Puisque (C, +) est un groupe commutatif et (C*,X) est un groupe commutatif et a multiplication est
distributive par rapport a I'addition dans C; on dit que (C, +,X) est un corps commutatif.

Soientz=a+ib et z' =a'+ ib’' deux nombres complexes ol z’ # 0 le quotient des nombres z et z’ est le
produit de z et de I'inverse de z’ et se note iou z(z'™1)
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(C, +,%) étant un corps commutatif ; toutes les régles de calculs gu’on a connu dans R sont vraies dans C.

e 7zz77=0=2z=00uz =0
o z0=1let(VnEN)(z"=2zX2zX..Xz

n fois
— 1
[ ] Z n_—_-—
ZTL
o ZNtm _— ,n . m

— zm

o M —Z_

Zm

o (zM)M = gmxn

o zM—zl=(z—2z)(@E"V 1+ 2" 2%z + -+ 2z} 2 4+ 2
1—zn+1

o Siz#lalorsS=14+z4+2z2+23 4+ 427" = -

o (z+z)"=X}_oCRz* z"k formule de binéme

Exercice 1:

1- Calculer i3 et i*, en déduire i™ en fonction de n.

2- Calculer lasomme S = 1 + i + i%2 + -+ + {2918 ; écrire S sous sa forme algébrique.
Exercice 2 :

1- Factorise 2x* + 5

2- Résoudre I'équation 2x2 +5 =10

Exercice 3 :

1- Effectuer la division Euclidienne de P(z) = 323 + 2iz? — 3z + 2i par (z + 2i)

2- —2i estil une racine de P.

I1l) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.

1) L’interprétation géométriqgue.

Le plans () est muni du repére R(0, e, e;,) ; et soit V, le plan vectoriel associé a (P).

Soit z = a + ib un nombre complexe le couple (a, b) est associé a un point unique M dans le plan (P).

C->(®)

e L’application: 2z M(a,b)

e Le point M s’appelle 'image du nombre complexe dans le plan (), et I'application

oua = Re(z) et b = Im(z) est une bijection

e Le complexe z s’appelle I'affixe du point M on écrit : z = af f (M) on écritzy, = a + ib

somme des termes d’une suite géométrique

M

' C-7, i
e L'application : 7 ﬂ(g) oua = Re(z) etb = Im(z) est une
bijection
e Levecteur U s’appelle limage du nombre complexe dans le plan (P), et
I"application
e Le complexe z s’appelle I'affixe vecteur U on écrit : z = af f (i) on écrit
Zg =a-+ ib

e Le plan (P) s’appelle un plan complexe
e Laxe (0,e;) s’appelle I'axe des réels
e L'axe (0,e;) s’appelle I'axe imaginaire
Dans tout qui va suivre le plan complexe est muni d’un repére R(0,e;, e3)
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2) Les opérations sur les affixes.
Propriété :
Soient U et ¥ deux vecteurs dans V, ; M et N deux points dans le plan (P) et @ unréel ;Ona:
e aff(A)=aff(B)A=B et affW)=affW)=uUu=v
o aff(@+v) =aff@) +aff(®)
e aff(ad) =axaff(d)
o aff(AB) =aff(B) —aff(A) =z — z,
Preuve : En exercice.
Propriété :
e Soient [AB] un segment de milieu/;ona:z; = @.
o SiG = Bar{(Ax, ax)1<k<n} €tz = aff(A;) alors:z; = Z"Tll—a(’;zk
k=1%k
o Cas particuliers 2 points pondérés : G = Bar{(4,a); (B,B)}ona:z; = %
o Cas particuliers 3 points pondérés : G = Bar{(4,a); (B,B); (C,y)}ona:z; = %

Preuve : En exercice.

3) Condition complexe d’alignement de 3 points

Soient 4, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectifs : z,, zp et z

On sait que :

A, B et C sont alignés & (3a € ]R)(R = a AB)

Propriété :

& (Fa € R)(z¢ — 24 = a(zg — z4))
@(HaER)(ﬁza)

Zc—Z
&= AR,
ZB—ZA

Soient 4, B et C trois points distincts du plan d’affixes respectifs : z4, zg et z. ; les points 4, B et C sont alignés
si et seulement si X4 ¢ R

ZB—ZA

Exercice :

Soit les points Az_3;) ; B(1+i) €t C(1420)-

1- Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2- Déterminer I'affixe de I, milieu de [AB].

3- Déterminer le barycentre de {(4, 2); (B, —1),(C, 3)}

4- Déterminer |'affixe du point D pour que le quadrilatéere ABCD soit un parallélogramme.

V) LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE.

Définition :

Soit le nombre complexe z = a + ib (a et b sont des réels) ; le nombre complexe qu’on note Z et qui est
égalea Z = a — ib s’appelle le conjugué du nombre complexe z

Exemple :

e 7z, =3 —2i sonconjuguéest z; =3+ 2i
e 2z, =30+ 1 sonconjuguéest 7, = —3i+1
e 23 =3—+/2 sonconjuguéest 7z =3 —+2
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Propriété : (Regles de calculs)

o z+z7 =72+4+7

° VA —-Z':: Z—2Z M

HEEEEEEREaN

o zXzZ =ZXz

.« @M=" |
V4 Z '

. B)- |

e (2)= i

e Z=z77z€ER .___________i.II'

e Z=—-27Sz€IR ! s

Propriété :

e z+Z=2Re(2)

o z—27=2ilm(2)

e SiM,) estlimage de z et MEZ—) alors M et M’ sont symétrique par rapport a I'axe des réels.

Exercice :
O Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 2z—-3z+1+2i=0
2. z+(1—-i) z+3-2i=0
3. 3+1i)z +z_=%
® Déterminer les ensembles suivants :

_2'

1L M) ={My/ =T €R}
-2i .

2. ) =M/ Zzﬂ-l € iR}

V) LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE.

1) Définition et applications
Définition :

Soit z = a + ib un nombre complexe, le réel positif \/x2 + y? s’appelle le module du nombre complexe z
et on le note |z|

Propriété :

Soit z = a + ib un nombre complexe ;ona |z| = /x? +y%2 =+/z2Z
Preuve : en exercice

Exercice :

O Déterminer les modules des complexes suivants :
1. z;=3++2i
1
2. z,==-—+3i
27,
1
3. Z3 =—
37 140
4, z,=x oux€R

@ Ecrire sous la forme algébrique les complexes suivants puis déterminer leurs modules :

2+5i

1. uy =——
1+3i

1+i

2. Uy =——
27 -3v2

3. uz =2 —-V3)W2+1)

© Déterminer I'ensemble des points M, tels que : M(,) Nz et Q( ) soit alignés.

1
Zz
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2) Régle de calculs

Propriétés :

Pour tous complexes z et z' et pour toutn dans Non a:

o |zI?°=2z2Z

o z|l=1=2= 2
zZ

o |z] =|-z| =|z|

o |z.Z'| =z|.|Z|

1

z!
Z

1.

=—ouz #0
|z7|
zZ N

=l ouz #0
|z7|

z!

o 2% =I|z|"

Remarque :

o |z+Z'|<|z|+ |7
b |Z;CL=OZR| S Z;cl=0|Zk|

Propriété :

Pour tous points A et B d’affixes respectifs z4 et zg ona: AB = |z, — zp

Applications :
Déterminer les ensembles suivants :

O[)={My/ lz+3—i| =4}

@ [I,) ={My)/ | —z—+3—-2i| =3}

O M) ={My/ lz—1=|z—-1-2i]}
@[y =M/ |lz—1] = |2i —z|}

O, = {M(z)/ [2iz — 1| = |2z + 4 — 6i|}

VI) FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

1) L’argument d’un nombre complexe non nul.

Définition :

Le plan complexe est menu d’un repére R(0, e, e;)

Soit z un nombre complexe non nul et M,y son image. On appelle argument du nombre complexe z une

mesure (en radian) de I'angle (e, W(z)), On le note par arg(z)

Exemples :

2) Forme trigonometrique d’un nombre complexe non nul

z € R*t & arg(z) = 0 [27]
z ER"” & arg(z) = [27]
z € iR & arg(z) = g [m]

arg(2 + 2i) = % [27] (figure ci-contre)

]

Fa

Soit z = a + ib un complexe non nul, on a donc |z| = Va? + b%? # O eten

suite :

z=\/a2+b2( 42 );Or:siarg(z)z@[Zn]

alors : cosf =

vaz+b? Vaz+b?

a . b
et sinfd = ——
va2+b? va2+b?

et finalement z = |z|(cos@ + i sinf)

fa
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Propriété :
Tout nombre complexe non nul z a une écriture de la forme z = |z|(cos@ + i sinf) ; ol arg(z) = 0 [2m]
Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe non nul z

Exercices :
Donner la forme trigonométrique du nombre complexe z dans les cas suivants :
1. z=3+43i
2. z=+/3-1i
3. z=—-4+44i
4. z=-2-23i
5. z=7
6. z=-12
7. z=2

2i
3) Régles de calculs sur les arguments :
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que arg(z) = 0 [2r] et arg(z’) = 6' [27]
On donc:
z = |z|(cosO + i sin@) etz = |z'|(cosf' + isinb")
et par suite :
zz' = |z||Z'|(cosO + i sinfB)(cosO' + i sinb")
= |z||2z'|(cosBcosO' + i cosO sinb' + i sinb cosO — sinh sinh") (en utilisant les formules

= |z||Z'|(cosOcosO' — sinb sinf' + i (cosO sinb' + sind cosh)) de transformations)
= |z||Z'|(cos(8 + 8') + i sin(6 + 6"))

Propriété principale :
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls,ona: arg(z X z') = arg(z) + arg(z') [27]

Propriété Regles de calculs pour les arguments :
Soit z et z’' deux nombres complexes non nuls :

e arg G) = —arg(z) [2r]

e arg (i) = arg(z) — arg(z') 2]
e arg(z™) =narg(z) [2n]

o arg(—z) =arg(z) +m [2m]

o arg(?) = —arg(z) [2m]

Preuves (en exercice)

Notations :

Soit z un nombre complexe dont la forme trigonométrique est : z = r (cos8 + i sinf) c’est-a-dire

{arg(glzzer[Zn] on écrit: z = [r,0]

Régles de calculs

e [r0]x[r,0']=]rr 66
1 1

* e [?’_9]

° [T,G] — I:L 9 — 9/]

[r1,61] rr’
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Ces propriétés ne sont que I'assemblage des propriétés sur les calculs des modules et les calculs des arguments.

4) Applications :
Exercice 1 :
Déterminer le module et I'argument du nombre complexe z et placer le point M,y dans le plan complexe muni d’un

repére R(0, U, V) dans les cas suivants :

1. z=2+4+2i
3 3V3.
2. z=-———I
2 2
3. z=-5-05i
4. z=—6+6V3i
Exercice 2 :

Déterminer le module et I'argument du nombre complexe z dans les cas suivants :
1. z=(B-3D)*

2. z:@—%gi)(—lﬂ)

3, o A4
) T 6—6V3i
Exercice 3 :
1. Ecrivez les nombres complexe u = —2 — 2i et v = 3 — 3+/3i sous leurs formes trigonométriques.
2. En déduire une écriture trigonométrique des complexes :
a) z=uv
u
b) z=-=
v
c) z=udv®
. u , . . , . [ . [
3. Ecrire le complexe z = , sous sa forme algébrique puis en déduire cos (E) et sin (E)

5) Les formes trigonométriques des racines carrées
Définition
On appelle racine carrée d’un complexe z tout complexe u tel que u? = z

Remarque
Un complexe non nul admet deux racines carrées.

Preuve d’une propriété :
Soit z = [r, 8] un complexe non nul et u = [p, @] une racine de z donc u? = r ce que se traduit par :

e ek
a

20 =0 + 2kn =§+kn
p=Ar
= N 9
a:E[Zn] oua =-+m[2n]

Propriété :
Soit z = [r, 8] un complexe non nul ; les racines carrées de [r, 0] sont les complexes :

uy = [Vr. 2 etu, = [Vr, S+ n
1[’2] 2['2 ]

Exercice :

Soit le complexe u = (v/3 — 1) +i(1 +/3)
1. Calculer u? puis déterminer le forme trigonométrique de u?
2. En déduire la forme trigonométrique de u
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VI) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES

1) Angles orientés et argument.

On sait que si le nombre complexe z est non nul alors (e7,0M(;)) = arg(z) [2m]
. Soit z et z' deux complexes non nuls d’images respectives M et’ , on a:

(oM, oM7) = (0M,&;) + (e,0M")  [2n]
= —(e1,0M) + (e7,0M") [2n]
= —arg(z) + arg(z’) [2m]

=arg (Z?’) [2r] o /

. Soient A et B deux points dans le plan complexe d’affixes respectifs 1 // 8 é o
a et b, on sait qu’il existe un unique point M tel que AB = OM et M aura “/
pour affixe le complexe (b — a) o iy
E—— E—— 1 ol 1 | F]
Donc : (el,AB) = (el, OM) [27]

=arg(b —a) [27] '

. Soient A, B et C trois points distincts dans le plan complexe d’affixes
respectifsa,bet ,ona:

(4B,4c) = (4B,e) + (e1,4C) [27]
= —(e1.4B) + (e,AC) [2n]
= —arg(b—a)+arg(c —a) [2m]

=arg (E) [2m]
) Soient, B, C et D quatre points distincts dans le plan complexe d’affixes respectifsa,b,c etd ,ona:
(4B,cD) = (4B, 4C) + (4C,CD) [2n]
= (E, A_(f) + (C_A, C_D)) + 7 [27] (@,7)=(=uv)+n [2n]

=arg [(%) X (g) X (—1)] [2m]
=arg (g) [2m]

Propriété :

Soit z et z' deux complexes non nuls d’images respectives M et , on a: (O_M W) =arg (Z;’) [2m]
(e_lﬁ) =arg(b —a) [2m]
(—B), ﬁ) =arg (%) [2m]
( ,EB) =arg (g) [2m]

oS

>
>
>
>

=l

Exercice :
On considére dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé R(0, U, V) les points A, B et C d’affixes
respectifs: z;=—V2 <z, =1+iet z3=1—1i
1. Placerdansle repére R les points A,B et C
2. Déterminer le module et 'argument du nombre complexe % et déterminer une mesure de I'angle (ﬁ)

3. Montrer que la droite (0A) est la médiatrice du segment [BC] et en déduire que : (ﬁ, ﬁ) = g[Zn]

Z1—27; T T

sous sa forme algébrique puis en déduire cos (8) et sin (8)

4. Ecrivez le nombre -~
1
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2) Applications

Corolaire :
Trois points A(q), B(p) et C(c) sont alignés si et seulement si % est un réel.

Preuve :
On sait que (EE) =arg (E) [27] et que g = r(cosb + i sinf) ou (E R) =0 [2r]etr =

c—a

b—a

Ay, By et Cc) sont alignés < (ﬁ, R) =0 (2] ou (E, ﬁ) = [2m]
e L=rou ==y
b—-a b—-a
o Z2eR
b—-a

Exercice :
1- Vérifier que les points A(s 435y, B(2+i) et C(—1—;) sont alignés
2- Les points M(_342iy, N2—;) et Ni_;) sont alignés.

Rappelle :
Soit (C) le cercle qui circonscrit le triangle ABC, le point D appartient au cercle (C) si et seulement si

(E,A_C)) = (ﬁ, D—C)) [27] ou (E,R) =1 — (ﬁa’,p_c’) [27]

(E,A_C)) = (ﬁ, ﬁ‘)) [2m] (E, ﬁ) =m— (D—C), ﬁ) [2m]
1 . "
-
E ]
Ceci se traduit par: Ceci se traduit par:
arg (g) =arg (%) [2m] arg (%) =m—arg (g) [2m]
S arg (ﬁ) —arg (g) =0 [2m] S arg (g) +arg (%) —n=0 [2m]
& arg [(%) X (g)] =0 [27] © arg [(%) X (g) X (—1)] =0 [2n]
= () < () em = (=) < () e~
Théoréme:
Soit A(q), Bv), C(¢) €t D(q) quatre points dans le plan complexe.
Les points A(q), By, C(c) et D(q) sont cocycliques si et seulement si : (,C,_Ta) X (g) € R*

Exercice :
1- Montrer que les points : A(;), B243i), C(e+i) €t D(a-3i)
2- Montrer que {3 est le centre du cercle qui circonscrit le quadrilatere ABCD

10





