Résumé de Cours : Limite d’une fonction
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LIMITE D’UNE FONCTION
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Limite finie L en a finie :

1) Soit f une fonction définie sur un intervalle pointé de centre a
et L un réel. la fonction f tend vers [ quand x tend vers a et on
écritlim f (x) =1 ssi:

X—a
(Ve > 0)(Fa >0)(VxeDf)(0<|x — al<a=|f(x) —l|< ¢
2)Si P est une fonction polyndme alors : lim P(x) = P(x,)

3)Si sur un intervalle pointé de centre a on a: g(x) < f(x) < h(x)
et si leggg(x): Llir;h(x)zl anrsIXIEal f(x)=I

Limite a droite et limite a gauche

1) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme
]la,a+r[our>0etlunréel. Onditque lafonction f tend
vers [ quand x tend vers a a droite si la proposition suivante est
vraie :(Ve > 0)(Aa>0)(Vx e Df )(a<x<a+ta=|f(x)- | <e
Eton écrit : lim f (x)=lou lim f(x) =1

X—a x—a*
X>-a

2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme
la-r,a[our>0etlunréel. Onditque lafonction f tend vers [
quand x tend vers a a gauche si la proposition suivante est vraie :
(Ve>0)Fa>0)(VxeDf )(a—a<x<a=|f(x)—<e
Eton écrit: lim f (x)=lou lim f (x)=I

X—a

X—a
x=<a

3) Une fonction f admet une limite [ en a si et seulement si elle
admet une limite a droite de a égale a sa limite a gauche de a
égale a L.

Autre limites infinies

1) lim f (x) =0 ssi:

x—a*

(VA >0)3a >0)(vxe Df )(0<x —a<a=f(x) > A)
2) lim f (x)=—c0:

x—a*

(VA >0)(3a >0)(Vxe Df)(0<x — a< a =f(x) <-A)
3) lim f (x) =00

X—a~

(VA > 0)Fa >0)(Vx eDf)(0< a — x <a =f(x) >A)
a) lim f (x)=—o0:

X—a~

(VA > 0)3Fa> 0)(VxeDf )(0 <a — x<a =f(x) <-A)
5) lim f (x)=1 ssi(ve > 0)(3B > 0)(Vx€ Df)(x > B=|f(x) — I| < €)
6) lim f(x)=1 ssi

(Ve >70)(E|B >0)(VxeDf)x<-B=|f(x)—l<e¢)
7) lim f(X):-I-OO SSi

(VA>0)(@B>0)(Vx € Df )(x>B = f(x) > A)
8) lim f(X):—OOssi

X—>+0
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(VA>0)3B>0)(Vx € Df )(x>B = f(x) <—A)
9) lim f(X)=+OOssi

(VA ;0)(3B >0)(Vx €Df )(x<-B = f(x) > A)
10) lim f (x) = —oossi

(VA>0)3B>0)(Vx € Df )(x <—B = f(x)<—A4)
10)Si VX e | :|f(x) =[] < u(x) et Ixiggu(x)zo

alors lim f (x) =1(On peut citer les mémes
X—a
propriétés a gauche et a droites de a ou 4o ou—0.)
11)Si wxel : [f(x) [<u(x) et limu(x)=0
X—>+00
alors lim f (x)=0

X—>+0

12)Si f admet une limite en a et f positif sur un
intervalle pointé de centre a alors : lim f (x) >0

X—a

13)Si f admet une limite en @ et g admet une limite
en a et f <Q surunintervalle pointé de centre a

alorslim f (x) <limg (x)
14)siona: g(x) < f(x) < h(x) etsi limg(x) =|
et lim h(X) =l alors !(iﬁ; f (X) =

15)siona: u(x) <v(x) et limu(x)=+o
X—a

alors : lim V(X) = 400

x—a©

16)Sion a: u(x) < v(x) et |im V(X) =—0

alors: limu(x)=—c

x—a*
Les propriétés précédentes restent vraies si x tend
Vers a a gauche, ou +oo ou —oo en tenant compte des
conditions pour chaque cas.
Limites usuels :

1) Les fonctions : x> k|x|; x> k\/m;
x > k|X|" Tendent vers 0 quand x rend vers 0.
2)l’inverse des fonctions x - k|x|; x> k\/m ;

X - k |x|”ou k un réel strictement positif et n € Nx,

tendent vers +oo quand x tend vers 0.
. k
3) les fonctions x > — ; MERILEY s K
n
4 M
ou k un réel donné et n € N
Tendent vers 0 quand x tend vers +oo,

=




4) Les fonctions : X = X2 X = X" (n € N+); X > VX et X > |X| tendent vers +oo quand x tend vers +oo

Opérations sur les limites

= Limite d’'une somme

N * Limite de 'inverse d’une fonction
lim f(x) 1 I 1 + oo —o0 + oo
—xg
- lim f(x) I+0 o+ 0~ +oo
lim g(x) I’ +0o0 —c0 + oo —00 —co x—>xXq
x—sxg
1
. ’ ~ lim —— — +oo —co 0
1_li;ri;lﬂ(j‘—(:c) + 2(x)) I+1 +oco —co + oo —oco F.I1. x—xg f(X) i
= Limite d’un produit + Limite d’un quotient
lim f(x) I =0 +oo 0 lim f(x) 1 I I=+0 +oo (4] +oo
x—sxq x—Xxg
lim g(x) 1" +oco +oo +oo lim g(x) I"’#0 | £c0 0 I 0 +oo
exg x—xg
Lim (f(x) = g(x)) I +oo +oo E.I. Iim (f(x)/g(x)) /1 0 +oo +oo E1. EI
xX—>Xq X—rXg
signe + donné par signe + donné par
la régle des signes la régle des signes

E1l signifie forme indéterminée; il y en a quatre types :

+oo 0
400 —00; +oox0; —_— 0

Quelques techniques usuelles pour lever I’indéterminations :

Mise en facteur du terme prépondérant ou Utilisation d’une quantité conjuguée ou utilisation d’un taux d’accroissement...
Remarques :1) La limite d’une fonction polyndéme en +oo (—0) est la limite de son plus grand terme

2) La limite d’une fonction rationnelle en +oo (—o0) est la limite du rapport des termes de plus grand degré

Limites des fonctions usuelles :Soita € R*et ne N*ona:1) limsinx=sina 2) limcosx=cosa 3)si ai%—l—kﬂ'

X—a X—a
limtan x = tana4)|mﬂ_1 5)|mt"’ﬂ_1 6) im>"2X _1 7) jim A& _ g) 00X _1
Xx—a X X x=>0  ax x->0  ax x—0 X 2
. e e” :
1) lime* =+ 2) I|m e“=0 3) lim —=+00 4) lim _n—+°°5) I|m xe*=0" 6) lim x"e*=0
X—>+00 X—>+0 ¥ X—>+0 ¥ X—>—00
" — . In x In x
7) lim 1=1 1) liminx=+00  2) Ilmlnx——oo 3) lim —=0 4) lim —=05) limx"Inx=0
x—0 X Xerton X—>+0 X X—>+00 X Xx—0"
In x In(x+1
6) lim——=1 7)lim M:
x>l x—1 x—0 X

Etude d’asymptotes et de branches infinies.
L"étude des branches infinies a pour objectif de comprendre en d"détails le comportement de la courbe de la fonction
La premiére chose a faire est de calculer les limites aux bornes du domaine de définition de la fonction :
esi lim f (X)=+o0 oy lim f (x)=—0 ou lim f(x)=+% ou lim f(x)=—w alors la courbe (C)admet

x—a* x—at Xx—a~ Xx—a~

une asymptote verticale d"équation x=a
osi lim f(x)=bou lim f(x)=b alors la courbe admet une asymptote horizontale d"équation y =b

X—>+00 X—>—00

oSi Iim f (X) =00 en en va étudier les branches infinies

X—>to0

lim f (x)=c0

X—>0

f(x)

lim——~=a
/ \ xow X

la courbe de f admet |im(f(X)—(aX))=°°|| Iim(f(x)—(ax))zb
une branche — x> la courbe de f admet une
parabolique dans —* - branche parabolique
la direction d’axe la courbe de f admet une la courbe de f admet une dans la direction d’axe
(Ox). au voisinage branche parabolique dans la asymptote oblique (Oy). au voisinage de «
de « direction de la droite y=ax au d"équation y=ax+b au

voisinage de « voisinage de «
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