Cours Limite et continuité avec Exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

2BAC SM BIOF

LIMITE ET CONTINUITE

I)LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT
COMPLEMENTS (limite a droite et a gauche et
opérations sur les limites)
1)Rappelles ;
la, b[= {x € R/a < x < b}
1)Le centre de l'intervalle] a, b [est le réel
. _ath
° 2
2)Le rayon de l'intervalle ]a, b[ est le réel positif
_b-a
2
3)L’ensemble : “Ja;b[ ={xeR/a<x<b}—{x} ou

X, est le centre de l'intervalle ]a, bl :

r

S’appelle l'intervalle Pointé de bornes a et b.
4)Si r est le rayon de l'intervalle ]a, b[ et x, son

centre alors : Ja;b[ =%, — 1% +r[—{X}

Xe X =X +r[—{X} o< |x=X|=<r

Xe X =X +r[—{X} o< |x=X|=<T

Exercicel :Soit la fonction : f : x> 2x* +3x+1
Montrer en utilisant la définition que : lim f (x)=6

Solution : Montrons que :
(Ve > 0)(Fa >0)(VxeDf)(0<|x-1|<a=|f(x)-6 | < e ?

Soit : | :}1—3;1+1[:F;§[
2 2 2 2
Xe}l—l;lj&[donc
2 2
| f(x)-6]=[2x* +3x -5 =|x~1||2x+5
XEF;E{donc: |x—1|<1
2 2 2
X€:|£;§|:d0nC: 1<x<E donc: 6<2x+5<8
2 2 2 2

donc : [2x+5/ <8 donc : |2x+5||x-1 <8|x-1

Soit € > 0 on cherche a >0 tel que :
O<|x-1l|<a=|f(x)-6 | < &
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Pour avoir =|f(x)-6 | < ¢ il suffit d’avoir 8]x-1|<¢
1 & 1
et [x—-1]<= cad |x-1<—=et [x-1 <=
x=1< cad [x-1<Zet [x-§<
Il suffit de prendre «a le plus petit des

nombres : £ etl cad a=inf £;l
8 2 8 2

donc : lim f(x)=6
x-1
2)unicité de la limite
Propriété :si une fonction admet une limite en
Un point alors cette limite est unique

Preuve : soit f une fonction qui admet une limite
en x, (raisonnement par I'absurde)

On suppose que f admet deux limites : |, =1,
En prend : g=@>0

On adonc:

Qa1 >0)(VxeDf)(O<|x-1|< a1=|f(x)- |, | < ¢
Et Qa2 >0)(VxeDf)(0<|x-1|< az=|f(x)- |, | <€
Soit: a =inf(ay;a,) donc:

0<lx-1|< a=|f(x)- I, < eet|f(x)- |, | <e
=] =l = £ (x)+ £ (x)=L| <[l,— £ ()] +] f (x)-1,]

L -] |l -l
||1-|2|s|f(x)—|1|+|f(x)—|2|<¥+%

L —1,|<|l,-1,| Absurde
Donc: |, =1,

3) limites et opérations
Soient P et Q deux fonction polyndme et x, e R

etaeR" alors:
1) lim P(x)=P(x,)
X—>Xo

2)1im P _P0S) g )40

=6 Q(x) Q%)

3) limsinx=sinx, 4) limcosXx =cos X,
X—=>Xg X—>Xg

X—>Xg
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5) limtanx =tanx, si x0¢§+k7r keZ

=




5) m&:@ si x, >0
. SinXx . tanx
6) im——=1 7) lim——=1
x—0 X x—0 X
. Sinax . tanax
8) lim =1 9) lim =1
x=>0 ax x—0 ax
10 IIml—cosx_l
) x—0 X2 B 2
limf I} f f +o0 | -0 | +oo
llmg fl + oo - 0 + oo - {0 - 00
limf+g| £+£' | +eo | -0 | too | —co |Formeind

Ces propriétés sont vraies si x tend vers a+ ; a—
+ o0 ou — 00

mf | ¢ [0 050 bt |feq| 0] 0 [#0] -0 tw
lmg | I | to| -0|to|-0|to|-0|te|-0| -o
[imfxg ' 40| | =00 | +o0 [Frmeind|rmeind| +o0 | 40 | -00
mf | 420] 0 |0 |t -0
1 1
lim — - |+e0| -] 0 0
f £
lim f i i £20 | £ | O +
limg |£'#0| +e0 0 { 0 + oo
. £
lim — r 0 +oo | +oo ? ?
g ]
. . X+1)2
Exemple: Soit la fonction f : x — (| 2+ i|
X —
Etudier la limite de fen x,=-1
Solution :
5 i i lim f (x
Déterminons !Lmlf(x) et JIM (x) 2
x=—1 x<-=1
Solution : vxeR—{-11}
2
Si:—1<x=<1:f(x)= (1) __x+1
Ix+1|x-1  x-1
Donc : lim f (x) = lim—X*2 =
x—-1 x>-1 x—1
x=—1 x=-1
Si:x<-1 (x+1) x+1
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. . X+1

Donc : lim f (x)=lim—==0
x——1 x>-1x—1
x<-1 x<-1

donc : lim f (x)=lim f (x)=0donc : lim f(x)=0

x—>-1 x—-1 x—-1
x>—1 x<-1

4)Exercices : RAPPELLES
Exercice2: Déterminer les limites suivantes :

. AIX2+3+1
1) lim———- 2) lim 2x* +x* —x+4
x—1 2x -1 X—>+00
2 4 2 5
3) lim 2x+5x2 7x3 4) lim 3x+28x 62x
x—>+0 X 10X +14X x>=0 X% 42X
. . nx-1
5) lim x> +Xx-x 6) lim fanx
X—>+0 X‘)Z X_E
4
/ 2
Solutions :1)IimL3Jr1=§=3
-1 2x—1 1
2) lim 2x3 + x* =x+4 = lim 2x% = +o0
2x+5x2-7x* . -1t . -
3) > 7= i 7= lim —=—
ot X =10X° +14%7  xowe 14X xowe 2
2 5 5
. 3X+8x°—-2x . =2X . 1
4) I|m328—6=I|m == lim-==0
X—>—00 X +2X X—>—0 2X x>0 ¥

5) limyx*+x-x ?

X—>+00

Ona: limx*+x=40 donc: lim+x*+x =+

X—>+00 X—>+00

Et lim-x=—0

X—>+0

on trouve une formes indéterminée : "+ —wo"

(\/x2+x—x)(\/x2+x+x)
lim vx*+x-x=lim \/2_
X—>+0 X—>+0 ( X +X+X)

2 2
. X x=xt
lim vx2+x-x= lim = lim

X
X—>+0 x—>+oc\/X2+X+X x—>+w\/x2(l+1)+x

X

= lim

lim ———=— or x — 4 donc |x|=x
x| (1+)1(j+x

N




tanx-1

6) lim

On pose x—Z =h
4 X—— 4
4

donC x—>%<:>h—>0

tan(h+7[j
. tanx-1 . 4
li =hI|0 —
X_)Z X_E -
4
T
tanh+tan~—
or:tan(h+£j: 4__tanh+1
4 1—tanh><tan% 1-tanh
tanx-1 .. 2 Xtanh:gxlz2

=lim
77 h=>0 1—tanh h 1

Exercice3d : Soient les fonctions tels que :

f (X)zx/ﬁ(—&z +X) et g(x)= gixz +1(\/§+1)

-3x+1 x2+1
k = h =
(X) X(X—Z) et (X) X3

1)Déterminer : lim f (x) et lim f(x)

X—2 X—>+00

lim g(x) et IXiLT;g(x)

X—>+0

limh(x)

x—0

sin X

2)Déterminer :

3)Déterminer :

4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Solution :

1)Déterminer : Iin;f(x) et f(x):\/2X+1(—3x2+x)
Iin;2x+1:5 et Iirr;—3x2+x=—10
Donc : lim f (x)=+5x(~10)=-105

lim 2x+1= lim 2x = 4w

X—+0 X—>+00

Donc : lim «/2x+1=4w

X—>+00

Etona: lim=-3x+x=lim-3x*=—0

X—>+00 X—>+00

Donc : lim f(x)=—

X—>+0

e 2) XI|%r+r])og(x) ? et g(x)=_2Xz+1(\/§+1)

(x-3)

Ona: limx=+0 donc: lim X +1=+o

X—>+0 X—>+0
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-2 +1 lim -2X°

2 X—>+0 X2

Et lim
X—>+o (X—3)

=-2 donc : lim g(x)=—0

X—>+0

e 2 le_r];lg(x) ? et g(x):_2X2+21(\/;+1)

(x-3)

Iin;\/;+1=\/§+1 et Iirr31—2x2+1:—17 et

Iim(x—3)2 =0" donc :

Xx—3

Ixig;g(x):—oo

3) limh(x) 2.

Xx—0

x2+1sinx

i (1) -lim =25

sin X

Or lim——=1 et puisque :

limx2+1=1 et
x=>0 X x—0

limx2=0"
x—0
X2+1

et lim—;

-0 ¥

4) k(x)=

=+ alors : limh(x)=+x
x—0

-3x+1

x(x-2)

o lim k(x)= lim ‘f’le
X—>+0 X—>+wx —_ X
-3X

KL i =X im0
0 2 X0 ¥

donc : D, =]-;0[U]0; 2 U]2 4]

= |im _—3X= lim _—3=0

2 X—>+00 X

X=+0 X
-3

o lim-3x+1=1 et limx*-2x=0

x—0 x—0

Etude du signe de : x*—2x

w@-2)] +

Donc : limx*-2x=0" et limx*-2x=0"

x—0" x—0"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+o

x—0" x—0"

2 4
,¢+

lim-3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"

X—2 x—2" X—2~

Donc : limk(x)=-c et limk(x)=-+w

x—2" X—2"

[) CONTINUITE D’UNE FONCTION
NUMERIQUE EN UN POINT :

1)Activité : Considérons la fonction f définie
2 __

f(x)= X 0XH3

par : x-1
f(1)=—4

1) Déterminer Df

(Sh.x=1

1w




2) ) lim f (x)
b) Comparer lem f(x) et f(2)

Solution :1) D, =R—{1}

2)a)
im £ (x) = tim = i DO e
x-1 x-1 Xx-1 x—1 x-1 x—1

2) b) lim f (x) = (1)

On dit que f est continue en X, =1

2) Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle de centre a. On dit que la fonction f
est continue en a si elle admet une limite finie

enaet lim f (x)= f (a) :Cest-a-dire :
(Ve>0)Fa>0)(vxeDf)0O<s|x-a|<a=>

If(x) = fla) < e

Exemplel : Considérons la fonction f définie par
f(x)= sin(x—2)

X2 —2X
Etudier la est continuité de f en x, =2
sin(x-2
Solution : lim f (x)=lim l¥ 1
X2 vaX X—=2
lim f (x)=f (2) Donc :f est continue en x, =2

X—2

;six#0etx#2et f(2)=1)

= f(2)Alors :

Exemple2 : Considérons la fonction f définie par

f(x):2+x25in[1j;six¢0et f(0)=2

X

Etudier la est continuité de f en x, =0

(3

sin| =
X
2 etona Iirrng:O

=f(0)

Donc :f est continue en x, =0
Exercice4 : Considérons la fonction f définie par

f(x)= X+x-12, ;six#3et £(3)=7

Etudier la est continuité de f en x, =3

Solution : xeR" <1 donc:

“f e

Alors : legg f(x)=

‘f 2‘ X2
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2
Solution:ona: f(x):LB12 +4 D.EC
X_

lim  (x)=limx+4=7= f (3)

x—3 x—3

Alors : leLr; f(x)="f(3)

Donc :f est continue en x, =3
Exerciceb : Considérons la fonction f définie par

f(x)= \/F ! ;six#0et f(0)= %

tan
Etudier la est continuité de f en x, =0
Solution :

lim £ (x) = lim LR . (V11 (e 1)

x>0 =0 fanx o0 (Jﬁﬂ) tan x

_1x3: f(0)

x-0 tan X \/x +1+1

Alors : legg f(x)="f(0)
Donc :f est continue en x, =0
Exercice6 : Considérons la fonction f définie

sin(zx) .
f (x):M;SL..x:&l
Par : x-1
f(1)=m
avec m parametre réel
déterminer la valeur du réel m pour laquelle

f est continue en x, =1

Solution : lim f (X):"msm(ﬂx)
x—1 x>l x=1
onpose: h=x-1 x—>1<h->0
i h+1 i
|imf(x):|imw:"mw:+ﬁ)

x—1 h—0 h h—0

= ||mL(ﬂ-h)ﬂ- =7
h—0 T

donc f est continue en x, =1 ssi m=-z
Exercice7 : Considérons la fonction f définie pal
f(x):éE(EJ; six#0et f(O):1
2 (X

(E désigne la partie entiére)

3| ¥
f(x)-=(<=

()55

2)f est-elle continue en x, =07

1)Montrer que

Solution :

I




l)ona: x-1<E(x)<x W¥xeR
Donc: VxeR" §—1<E(§ SE
X X) X
SI x>0 : 5(£—1]<£E(£jgzx§
2\ X 2 X 2 X
Cad:§—5<f(x)s§
2 2 2
donc:—§<f(x)—§so
2 2
donc:‘f(x)—gsm vxeR"
2 2
Sl x<0 KXESKE(EJ<§(§_1J
2 X 2 X 2\ X
Cad:égf(x)<§—5
2 2 2
donc:Osf(x)—§<—5
2 2
donc:‘f(x)—§sm vxeR"
2| 2
finalement : ‘f (x)—g g@ VxeR"

2)ona

f(x)-

) 3
Donc : leggf(x)=§¢f(0)

Egm etona Iimmzo
2| 2

x>0 2

Donc :f est discontinue en X, =0

3) continuité a droite et a gauche
Exemple : Soit f définie sur R par :

f(x)=x%si.x<0

f(1)=2+x;si.x>0
i T ()= figxe=0=1(0)
On dit que f est continue a gauche de x, =0
lim f (x)=lim2+x=2% f(0)

x—0" x—0"

On dit que f n’est pas continue a droite de 0
Etona: lim f(x)= lim f (x)
x—>0"

x—0"

Donc, la limite en 0 n’existe pas.
Conséquence : f ne peut étre continue en 2
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.
>

|O
Graphiquement : La courbe de f ne peut étre
tracée sur un intervalle comprenant O,
« sans lever le crayon ».
Définition :1) Soit f une fonction définie sur un

intervalle de la forme [a, a + r[ our >0
On dit que la fonction fest continue a droite
de a sielle admet une limite finie a droite en a

et lim f(x)=f(a) :

x—a*

2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de
la forme Ja—r;ajotr >0

On dit que la fonction fest continue a gauche
de a si elle admet une limite finie a gauche en a

et lim f (x)=f (a)

Exemple : Soit f définie par :
f(x)=3-x%si.x<0
x?2—-3
f(x)=
( ) 2x-1
Etudier la est continuité de f a droite et a
gauche de x, =0

:Sl..X>=0

2 __
Solution : lim f (x) = lim X*=3 =3=

x—0" x—0" 2X =1
donc f est continue a droite de x, =0
lim f (x)=1lim3-x2=3= f(0)

x—0" x—0"

donc f est continue a gauche de x, =0
Théoreme : Une fonction est continue en un
point a si et seulement si elle est continue a
droite et a gauche de a

Donc : f est continue en x, =0 ssi

lim f (x)=Ilim f(x)="f(a)

x—a~ x—a*

Exemplel : Considérons la fonction f définie

£(0)

f(x)= 2X+1;si...x <2
Par : 72_3X 6
f (x):i;si...x> 2
X—2

[&)]




Etudier la est continuité de f en x, =2

_2x2+41 5

S 7-3x2 7-3x2

(x=2)(x+3)
X—2

Solution:ona: f(2)

X2+X-6 .
= lim

x—2"

lim f (x)=lim

x—2" x—2"

X—2
lim f(x): limx+3=5= f(2)

x—2*" x—2*"

Donc f est continue adroite de f en x, =2

2X+1:%:5: f(2)

lim f(x)=1
xl—g]’ (X) xl—>r27—3x

Donc f est continue gauche en x, =2

Donc f est continue en x, =2

2
Exemple2: Soit la fonction f : x — X

Et: f(1)=2
Etudier la la continuité de f en x, =1
Solution :vxe R-{1}

] D G
lim f (x): lim=——=Ilimx+1=2=f
x—1 x—1 X—l x—1

(%)
x>1 x>1 x>1

donc f est continue a droite de x, =1

. . x2-1 .
leLIl] f (x)=IX|LIl1—r=IX|LF—(x+1)=—2¢ f(1)

donc f n’est pas continue a gauche de x, =1
donc f n’est pas continue en X, =1

On 2dit que f est discontinue en x, =1
4) Prolongement par continuité
Activité : Soit la fonction h définie par

X3 +1
fx)=—~ "7
(x) X% +3X+2

1- Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f.
2- Déterminer la limite Iirplf(x), f est-elle
continue en X, =-17?
3- Soit la fonction f définie par :
f(x)=f(x);si.x=-1
f(-1)=3
a) Déterminer D,

b) Etudier la continuité de la fonction
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f en x, =-1 La fonction f s’appelle un

prolongement par continuité de la fonction de f
en-1

4- Peut-on prolonger f par continuité en a = -2
Solution : 1)

xeD; © X +3x+220< x=-1 et x#-2

Donc : D, =R—{-1-2}

3 X+1) (x> —x+1
2) lim f (x)=lim >+ __ (x+)( )
x>-1 oIxE43X+2 o1 (X+1)(x+2)
2
lim f (x) = lim X X1 _3
x—-1 x>-1 X42

—-1¢ D, donc f n'est pas continue en x; =-1
f(x)=f(x);sl.x=-1

a1

f(-1)=3

b) lim £ (x)=3= (-1)

donc: D, =R—-{-2}

donc f est continue en x, =-1

3
. . x°+1
4) lim f (x)=lim————?
) () x>-1 X% 4+ 3X + 2
lim x*+1=-7

x—>-2"

lim x*+3x+2=0" donc: lim f(x)=-+w

x—>-2" x—>-2"

Donc on ne peut pas prolonger f par continuité
ena=-2

Théoreme et définition : Soit f une fonction
dont 'ensemble de définition est D, ; a un réel

tel que a¢ D, et lim f (x) =1 (finie)
f(x)=f(x);si.x=a
f(a)=I

Est une fonction continue en a et s’appelle un
prolongement par continuité de la fonction

La fonction f définie par : {

fena

Exemple : Soit f une fonction définie par

f(x)= 12C0SX ponner un prolongement par
X

continuité de la fonction f en x, =0

. . . 1-cosx ,. 1-cosx
Solution : lim f (x) =lim =lim xx=0
Xx—0 x—=0 X Xx—0 X2
. 1-cosx 1
Car : lim ==
x—0 X2 2
6




Donc La fonction f définie par :

f(x)=f(x);si.x=0
f(0)=0
Est une prolongement par continuité de la
fonction f en x, =0

Exercice 8 :Soit la fonction h définie par

2 _
h(x)= Xe+x-6 (E désigne la partie entiére)

x—E(x)
Peut-on prolonger h par continuitt ena =2 ?
[I) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS
CONTINUES.
1) Continuité sur un intervalle
Définition :
Soit f une fonction dont le domaine de définition
est D,, soit ]a, b[ un intervalle inclus dans Df

1) On dit que f est continue sur l'ouvert] a, b [si

elle est continue en tout point de ]a, b[

2) On dit que f est continue sur [a, b[ si elle est

continue sur Ja, b[ et a droite de a

3) On dit que f est continue sur [a, b] si elle est

continue sur Ja, b[, a droite de a et a gauche de b

Remarque :

1) Si une fonction f est continue sur [a, b] et sur

[b, c] elle est continue sur [a, c]

2) En général si f est continue sur un intervalle I

et sur unintervalle J etsi I N ] # @ alors f est

continue sur I U J.

3) f peut-étre continue sur [a, b[ et sur [b, c] sans

gu’elle soit continue sur [a, c]

Dans le graphique ci-dessous f est continue sur

(-3,0[et f(x)= %;si...x <0
f(x)=x%si.x>0

' /

/
/

/
/

continue sur [0, 2] mais pas continue sur [-3,0]
car elle n’est pas continue en 0

2) Opérations sur les fonctions continues
Propriétés :1)Si f et g sont deux fonctions

continues en a alors :
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a)f+g b)fxg Olfl
Sont des fonctions continues en a
2)Si f et g sont deux fonctions continues en a

et g(a) # 0 alors

a) 1 b) Al sont des fonctions continues en a.
g g

3) Si f une fonction continue en a et f(a) 20
alors : \/?est continue en a

Remarque :La propriété précédente reste vraie
soit a droite de a, a gauche de a ou sur un
intervalle I (En tenant compte des conditions)
Propriétés :1) Tout fonction polyndme est
continue sur R
2) Les fonctions sin et cos sont continue sur R
Exemples :
1)h(x)=~/x2+x+3
X2+ X+ 3Est continue sur R car c’est une
fonction polynédme donc elle est continue sur R
de plus (Vx € R)( x2+x+3=0)
(Son discriminant A est négatif)
4 3

2) g(x)= —X2 X" =0 ast continue sur :

X2+2x-3
] = ,=3[;sur]—-3,1[ etsur]1, +I.
3) La fonction tan est continue sur tous le
intervalles de la forme : |-n/2+ kn ;m/2+ kn[
(OUk€eTZ)
3) Continuité de la composition de deux
fonctions.
Théoreme : Soient f une fonction définie sur un
intervalle I et g une fonction définie sur un
intervalle J tels que f(I) c J
et X, un élément de 1.

1) Si f est continue en X, et g continue en f(x,)
alors gof est continue en X, .

2) Si f est continue I et g continue en f(I) alors
gof est continue 1.

Preuve : (En utilisant la définition)

Montrons que : (Ve > 0)3 a>0)(|x = x| <a =
[(gof)(x) = (gof)( X))l <€

On a g est continue en f(x,) donc :
(ve>0)3B>0)(|t - f(X) <B=

lg(t) = g(f(x)l <& (R)

[N




et puisque f(I) c J donc : (Vx € )(f(x) €))
(On pose t = f(x) dans (R) ) on obtient :
(ve>0)3 B> 0)(If(x) - f(x) <B=
lg(F(x)) = g(f (x )l < & (*)
Pour >0 3a>0) (x - x| <a=

|f(x) = f(x,)| < B(car f est continue en x,)
= |g(f(x)) = g(f (%)) <€ (*) C.Q.F.D
Exemples :1) Soit f une fonction définie par
f (x)=cos(2x2—3x+4)

Montrons que f est continue sur R

Puisque les fonctions : f,:x —> 2x2-3x+4 et

f,:x —cosx sont continues sur R
Et f(R)cR alors:

sur R
2) Soit g une fonction définie par

, X
g(x)_ 1+sin2x

Montrons que g est continue sur R*
Ona: D, =[0;+oo[ et Puisque la fonction :

f = f,o f, estcontinue

g, X—> est continue sur R" et

1+sin2x
g,(R")=R"et g, :x—+/x sont continue sur R*

Donc: g =g,0g9, estcontinue sur R*

3) Soit f et g deux fonctions définies par
f(x)=x+1si.x<0

{f (x)=0;si..x>0

Montrons que f est n’est pas continue en x, =0

et g(x)=5

et h=go f estcontinueen x,=0
Eneffet:ona f(0)=0
et XILT f (X)ZXILT x+1=1= f (0)

Et g est continue en x, =0

maisona : (go f)(x)=5 estcontinue en x,=0

4) f (x)=sin(

X — X2+1est continue sur R et ne s’annule pas

est continue sur R car
x2+1

surRdonc: x— est continue sur R

x2+1
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et (Vx € R) (zile R) et sin est continue sur R
X2+

3) Limite de vou
Théoreme :Soit u une fonction définie sur un

intervalle pointé de centre x,telle limu(x)=|

X=Xy

si v est continue en [ alors lim(veou)(x)=v(l)

X—>Xg

Preuve :Ona: limu(x)=I€ R donc u admet

X—>Xq
un prolongement par continuité u définie
u(x)=u(x);si..x#x,

u(x,)=I

La fonction u étant continue en x,; et v est

comme : {

continue en u(x,)=1 alors et d’apres le

théoréme de la composition veu est continue
en x, et par suite :

lim(vou)(x)=lim (Vou)(x):(Vou)(xo):v(l)

X—Xo X—>Xo
Exemples : Déterminer les limites suivantes :
1)"msin(l—cosx”j
x—0 X2
. x-1
2) lim COS(ﬂ',/—j
X—»+0 X+1
Solution :1)
Soient : fzx_)l—cgsxﬂ et g:x—sinx
X
Puisque : "ngl—cgsxﬂ:% g est continue sur R
X—>! X
Donc continue en x, _—donc
limsin =sin| = |=1
x—0 2

2) puisque : I|m 7T

Et la fonction ;: X = cos X continue en x

. Xx-1
o lim COS(?Z’ /—]zcom:—l
X—>+0 X+1

Exercice9 : Déterminer les limites suivantes :

mtan x .. [(mx2—-4x+3
2) lim sin| ———
X+ 4x24+7

donc

1)Iingcos(

100




.. 2%2
3)I|msm'/
x=0 1-cosx
7 tan X T

rtanx .
=lim=——==
3X x-03 X 3
et Puisque : x — cos x est continue sur R

Solution :1) Iirrg

. T
Donc continue en x, =3 donc:

. 7 tan X T 1
limcos =C0S| — |=—
=0 3X 3 2

TX2—4X+3 lim X2 7w
4x2+7 x>0 4x2 4
et Puisque : x —sin x est continue sur R

2) lim

X—>+0

. T
Donc continue en x, =7 donc :

.. [ mX2—4x+3 . 2
donc : limsin| ———M— :smzz_

X0 4x2+7 2
. l-cosx 1 . 2
3)ona: lim ==donc: lim2 =4
x>0 X2 0 x>0 1—C0S X
. 2x2 .
donc : lim / — 2 :x —+/x est continue en 4
x-0 \ 1—cos X
- - 2 - -
donc : limsin =sin2 car :x —»sinxest

x>0 1-cosx
continue en 2
IV) IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE
FONCTION CONTINUE
1) Image d’un segment (intervalle fermé) :
Activité :Le graphe ci-contre est le graphe de la

fonction f(x)=x2+2x

1- Déterminer graphiqguement les images des
intervalles : 1, =[0,1], I, =[-3,-1]; I, =[-3,1]
2- Montrer algébriquement que f([-3,1]) = [-1,3]
Rappelle : f(I) =] < f(I) cJet] c f(I)

= (Vxe)(f(x) e))et(vy e )Ex € N(f(x) = y
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Théoréme : (Admis)
L'image d’'un segment [a, b] par une fonction
continue est le segment [m, M] ou :

m=min f(x) et e (x)

|
J
/
J
|

4
]

L—.-l.............‘.\.--.-.‘; =29

|
-t
/

Cas particulier :

1) Si f est continue croissante sur [a, b] alors
f(a, b]) = [f(a), f(b)]

2) Si f est continue décroissante sur [a, b] alors
f(a, b]) = [f(b), f(a)]

Remarque :La continuité dans le théoreme
précedent est suffisante mais pas nécessaire
Dans la figure ci-contre f n’est pas continue

Mais f([0,2]) = [f(2), f(1)] = [-1,2]

2) Image d’un intervalle.

2.1 Théoréme général

Théoréme (admis) : L'image d’un intervalle par
une fonction continue est un intervalle.
Exemples : f(x)=x2+2x

Graphiquement en a : (le graphe ci-contre)

f([-12])=[-13] et 1([0.2])=[-10]
f (]-1.0])=[0,3] et f([2,+oc[)=[0,+oc]

f (o)) =[2 4]

Remarque : L’intervalle I et son image f(I) par
une fonction continue n’ont pas nécessairement
la méme forme.

[(e]




2.2 Cas d’une fonction strictement monotone
1) f continue et strictement croissante sur
L'intervalle I et acl et bel

f([ab])=[ f(a); f(b)] et f([ab])= f(a);limxib(x)

f(]a;b]): lim £ (x); f (b) |€L  (Jasb[) = |lim f (x);lim f (x)

X—a

X—a
X>a

X-a

x—b
x=<b

2) f continue et strictement décroissante sur
Lintervalle I et acl et bel

f([asb])=[ f(b): f(a)] et f([ab])= im { (x):  a)

f(Jasb])=| f (b);lim f (x) €Lf (Jasb[)= flim f (x);lim f (x)

X—a
X>a

X—b
x=<b

X—a
X>-a

Remarque :Si f n’est pas strictement monotone
sur l'intervalle I, on peut utiliser les propriétés
précédentes en subdivisant

L’intervalle I en intervalles ou f est strictement
monotone et on utilise la propriété :

f(Luly)="f(1,)uf(l1,)
Exemple : Soit f une fonction définie par

2x—-3
f (X) T ox+1
Déterminer les images des intervalles suivants :
0] [-2,-11 -1, 1] 5 [2, +=[
Solution : D, =]—o0;—1[ U]-1;+oq

2 -3 ,
11 =2+3=5>0 donc : f continue et

strictement croissante sur les intervalles ]—oo; —]{

et |1+ donc on a : f ([0;1])=[ £ (0); f (1)]:{_3;—?1}

(21| (-2

f(]-11])= ]"nl j_gx); f (1)] = }_w; -?1}

v

f ([2;+oo[):{f (2);lim £ (

X—>+0

V) THEOREME DES VALEURS
INTERMEDIERE — TVI.

1)Cas général

Théoreme T.V.l :Soit f une fonction continue suf
[a, b] .Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il
existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) =1
Preuve :

Rappelons que : f(I) =] & (Vx € )(f(x) € ]) et
(Vvy € )@x e D(f(x) =y

Soit f une fonction continue sur un intervalle I

\

i

a et b deux éléments de [ tels que : a < b.

On sait que f([a, b]) = [m, M]

oul m—xrgg;rg]f(x) et M —Xme[%]f(x)

On a donc f(a) € [m, M] et f(b) € [m, M].

Soit A compris entre f(a) et f(b) on a donc:

A € [m, M] et puisque f([a, b]) = [m, M] donc A
admet au moins un antécédent ¢ dans l'intervalle
[a, b].

D’ou pour tout A compris entre f(a) et f(b)

il existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) =1
2) Cas f'strictement monotone.

Théoreme T.V.l (cas f strictement monotone)
Soit f une fonction continue strictement
monotone sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un
et un seul c € [a, b] tel que f(c) = 1
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Remarque : L'expression " Pour tout A compris
entre f(a) et f(b) il existe un et un seul c € [a, b]
tel que f(c) = 1 "peut-étre formulée comme :

" Pour tout A compris entre f(a) et f(b) 'équation
f(x) = A admet une solution unique dans [a, b]

3) Corolaires

Corolairel (T.V.l) :Soit f une fonction continue
sur [a, b] .Si f(a) x f(b) <0 il existe au moins un
¢ € [a, b]tel que f(c) =0

Preuve :f(a) x f(b) < 0 veut dire que :

f(a) et f(b) ont des signes opposeés donc 0 est
compris entre f(a) et f(b) On prend A = 0 dans
le théoréme général des valeurs intermédiaire.
Corolaire2 (T.V.l):

Soit f une fonction continue strictement
monotone sur [a, b] .Si f(a) x f(b) <0 il existe un
et un seul c dans [a, b] tel que f(c) =0

4) Applications :

Exemplel : Montrer que I'équation :

4x3 —3X—% =0admet une racine dans chacune

des intervalles suivants : }_1;_%{; }%;o{et lo;qf

Solution : on considere la fonction : g tel que
g(x) =4x° —3x—%

e On a: g estest continue sur sur R (car c’est
une fonction polynéme) donc continue sur tout
intervalle de R

o Etona: g(—l):—§ et g(—%j:% donc :

2
g[_%jxg(—l)-<0 donc :d’aprés le (T.V.I)
o 1 _
il existe ale}l,—z[tel que : g(al):O
1 1) 1
Etona: g(0)=-= et g| -=|== donc:
° 9(0) 2 g( 2j 2
g(—%jxg(0)<0 donc :d’apres le (T.V.I)
o 1. _
il existe a, E}E’O[ tel que : g(a,)=0

o Etona: g(O):—% et g(l):% donc:

g(1)xg(0)<0 donc :d’aprés le (T.V.I)
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il existe a, €]0;1[tel que : g(e;)=0
donc I'équation : 4x® —3X—% =0admet 3 racines

différentes dans chacune des intervalles:

Pl el

Exemple2 : Montrer que I'équation : x* +x+1=0

Admet une racine unique dans ]-1;0[

Solution : on considere la fonction : f tel que

fO)=x>+x+1

e On a:festestcontinue sur sur R (car c’est
une fonction polynéme) donc continue sur

-5
e ona: f(-1)=-1et f(0)=1donc:
£ (1) f (-1)<0
o f'(x)=3x*+1>0 sur |10 donc f strictement
croissante sur|-1;0[
Donc : d’aprés le (T.V.I) 'équation f(x) =0
admet une solution unique dans ]—J; 0[

ExercicelO : Montrer que I'équation : cos x = X
Admet au moins une racine dans intervalle :

[ =[0;7r]

Solution : cOSX=X<CcosX—x=0

On pose : f(x)=cosx—x

e Ona:festestcontinue sur sur R (car c’est la
différence de deux fonctions continues) donc

continue sur | =[0;7]
e ona: f(r)=-1-z<0 et f(0)=1donc:
f (O)X f (7[) <0
Donc : d’aprés le (T.V.])
il existe a €]0;z[tel que : f(a)=0
Exercicell : Montrer que I'équation : 1+sinx =X
Admet au moins une racine dans intervalle :

Solution : 1+sinXx=x<1+sinx—x=0
On pose : f(x)=1+sinx—x




e On a:festestcontinue sur sur R (car c’est la
différence de deux fonctions continues) donc

. [ﬁ Zﬂ}
continue sur | = )
2 3

eoOna: f(szd'_—”>O et
2) 2

f(z—”j=6+3\/_#<o donc: f(%}xf(%ﬂj<0

3
Donc : d’apres le (T.V.])

il existe o e}%;%{[tel que : f(a)=0
Exercicel2 : on considére la fonction : f tel que
fO)=x>+x-1

1) Montrer que I'équation : f(x)=0 admet une
solution unique o sur R

2) Montrer que I'équation : f (x)=0 admet une
solution unique « € ]0;1

3) étudier le signe de f(x) sur R

Solution :
1)a)On a : f est est continue sur R (car c’est
une fonction polynéme)

b) f'(x) =3x*+1>0 sur R donc f strictement
croissante surR

cjona: f(R)=f (]—oo;+oo[)=}|im f(x);lim f (x){

X—>—00 X—>+00

:]—oo;+oo[ etona: Qe f(]R)

donc d’aprés le (T.V.I) 'équation) I'équation

f(x) = 0 admet une solution unique « dans R

1) on a f est est continue sur[0;1] et
f(0)xf(1)<0 ( f(0)=—1 et f(1)=1)

et f strictement croissante sur[0;1]

Donc : d'apres le (T.V.l) 'équation f(x) =0
admet une solution unique dans « €]0;1]

3) étudions le signe de f(x) sur R

lcas:si x<a alors f(x)< f(«)(car f strictement

croissante surR

Donc f(x)<0 (car f(a)=0)

2cas :si x>q alors f(x)x f(«)(car f strictement
croissante surR
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Donc f(x)>0 (car f(a)=0)
V1) FONCTIONS COMPOSEES ET
FONCTIONS RECIPROQUES.
1) Le théoréme

1
1+ x?
1- Montrer que pour tout y dans I = [0, + [,
I'équation f(y) = x admet une solution unique
dans lintervalle J =]0,1]
2- Etudier la monotonie et la continuité de
fsurR
On dit que la fonction f admet une fonction
réciproque de J =]0, 1] vers I = [0, +=[
Théoréme :Soit f une fonction définie continue
et strictement monotone sur un intervalle I, On a
f admet une fonction réciproque f * définie de
J=f() vers .
Preuve : Puisque f est continue et strictement
monotone alors I'image de l'intervalle I est
lintervalle J = f(I)
Donc f est surjective par construction car :
(vx €] =f(N)3y € N(f(y) = x)
Montrons que f est injective de I vers f(I)
On suppose pour la démonstration que f est
strictement croissante (méme démonstration si f|
est strictement décroissante)
Soient y1 et y2 deux éléments distincts de I (On
suppose que yi > y?2)
On a donc (puisque f est strictement croissante)
f(y1) > f(y2) donc f(y1) # f(y2) et finalement f
est injective
donc f est une bijection de I vers f(I)
D’ol £ admet une fonction réciproque f ™ de

J=f()versletona:
{f(y)zxc){y: f(x)
yel xe f(l)
(fof™*)(x)=x wxef(l)

(f’lof)(y)zy vyel

2)Application :
Exemplel : Soit f la fonction définie par :

f(x)= 223

X+2

Activité : Soit f(x):




1) Montrer que la fonction g la restriction de f sur
intervalle | = ]—2;+oo[ admet une fonction

réciproque g 'définie sur un J qu’il faut

déterminer.
2) Déterminer g™ (x) pour tout x de I'intervalle J
. X—3
Solution : 1)f(x):m D, ={xeR/x+2=0}
D, =R-{-2}
f,(X)_(x__sj'_(x—?,)'(x+2)—(x—3)(x+2)’ 1(x+2)-1x(x-3)
X+2 (x+2)2 (x+2)2
()= >0
(x+2)
@ — —2 +o0
S() + +
F(r) 1/—'—7)&. 7\(./1

puisque g est strictement croissante et continue
sur ;1 =1]-2;+0]

donc g admet une fonction réciproque g 'définie
sur J=g(1)=g(]-2+[)= =]

2){9(3/): X@{y—gl(x)

yel xeg(l)
g(y)=x y-3
ST~ =Xs y-3=x(y+2
{ye]—2;+oo[ y+2 y (v+2)
S Y-Xy=2X+3< y(1-x)=2x+3
_ 2x+3 L 2X+3
o Y= 1_y boncy (x)= -
97" 1]~ = 25+
Donc : 2% 43
-1 _
X—>g7(x)= Ty

Exercice 13: Soit f la fonction définie sur
| :[%;HD{ par: f(x)=+2x-1

1) Montrer que la fonction f admet une fonction
réciproque f 'définie sur un J qu'il faut
déterminer.

2) Déterminer f™(x) pour tout x de l'intervalle J

3)Représenter (C, ) et (Cf,1) dans le méme
repére orthonormé (0, I, j)
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Solution : 1) D, =E;+oo[= I
1 o (2x-1) 1
VXe |=;4+o f'(x)=(+2x-1) = = 0
6}2 [ (X) ( X ) 242x-1 J2x-1 g

Donc : f est strictement croissante et continue

15+
sur @ | =;+oo| =1
2

donc f admet une fonction réciproque f

définie sur J = f(1)= f[B;+ooD:[O;+oo[
2){f(Y)=X©{y—fl(x)

yel xe f(l)

{f(y):x o J2y-l=x 2y -1=x°

ye [0; +oo[

x?+1

2

@2y=X2+1<:>y:

XA+l
2
1 1
f :[0;—1—00[—){5;—1—00{

Donc f 7 (x)

Donc :

x?+1

2
3) (Cf,l) et (Cf) sont symétriques par rapport a

x— f(x)=

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

3) Propriété de la fonction réciproque
Propriété 1 :Si f admet une fonction réciproque
f*de J = f(I) vers I alors f alaméme
monotonie sur J que celle de f sur I.

Preuve :




S Y S e Y B s
~ X =X, f(x)=f(x)
_ 1
T (x)- (%)
yl_yZ

Donc le taux de f 'sur ] ale méme signe que

le taux de f sur I
Et on conclut.
Propriété 2 :Si f admet une fonction réciproque

fde J = f(I) vers I alors (Cf,1) et (C,) sont

symétriques par rapporta :(A) y = x
Remarque :

La symétrie des deux courbes concerne toutes
leurs composantes ; les asymptotes ; les
tangentes et demi-tangentes...

4) La fonction racine n - éme
4.1 Définition et régles de calculs
Propriété et définition :
Soit n un élément de N*; la fonction :
f :x— x" est une fonction continue strictement
croissante sur R"elle admet donc une fonction
réciproque f* de f(R")=R"vers R’
La fonction réciproque f 's’appelle la fonction
racine n — éme et se note
Conséquence de la définition :
1)La fonction /x est définie sur R+
2)VxeR" Yx >0
3)(Vx € R+)(Vy € [R+)Q/_= yo x=y"
4)La fonction &/x est continue sur R+ strictement
croissante.

5)(Vx € R+)(Vy € R+) Ux =1y @ x=y
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6)(Vx € R+) (Va € R+) Yx2a < x>a"
7)(Va € R+) Yx<ao0<x<a"

8)(Vx € R+)(W)" _xm = x

9)(Vx € R+)(vp € N) (J})" —{xe

10) lim Yx = +oo

X—>+0

11)Si limu(x) =+ alors lim g/u(x) =+o
X=X

X—>Xg

i i = lim p =
12)Si limu(x)=1 et 1>0 alors lim g/u(x) 0

X=X

13)La courbe de la fonction v

Régle de calcul :

1) (Vx € R+)(Vy € R+) gxxy =Uxx1fy

Ux

VY

3) (Vx € R+)(¥n € N#)(vp € Nx)  {¥x ="¥x
4) (Vx € R+)(Vn € N+)(Vp € N+)Ux ="xP

(a prouver)
Remarque :

1) (vx € R+) ¥x =/x
2) (Vx € R+)¥x =x

2) (Vx € R¥)(Vy € Re+) pl~ =
y

4.2 Résolution de I’équation X" = a
Exemples : Résoudre dans R les équations
suivantes :

1) x’=32 2)x'=-128 3)x*=3 4)x*=-8
Solutions :1) x° =32 donc x>0
x=332 & x=3Y2° & x=2 donc: S={2}

2) x" =-128 donc x<0

Donc: Xx=—{128 & x=—-/2" & x=-2
Donc : S ={-2}




3) x'=3< x=43 ou x=-43
Donc : s ={-4/3;43}
4) x*=—

Ona x*>0 et -8<0donc S=a
Exercices d’applications :

Exercicel4d : simplifier les expressions

suivantes :1) (3/5)3 2) %/%
3) A=%32- ( ) + 33612 + J_
4y g - Y2x¥16 Va4 <2

1\/256
2 1 3
27)9 x(81 4><92 ’ 5
5) C :( ) (17 ) 6) D—s 2 ><1280200000
33 27
2
3 YaxBx(\2)

V328 Ya
Solutions :1) (5/5)3 =2 2) %/%: 242 =82

2) n=3-({2) +BE - 0 372 i %

A=2-24+32°1332=2_24+24+2=4
%) VZx A6 x YA 2 _ Y2132 Y2 <2

/256 /256
4)
14 2 11 4 1 102
B=23><25><25><215 _ 2 x25x23x28 :gzzg%zzgzz
8 8
1\5/2_8 2@ 2@
5 2 1 5 2
B) (270 x(81)x9* _(F)x(3) x(F) _3ix3 <3
= 30 30
33 20 17 3
C==5=3% 3=3=3=3
33
2°x128000000  [2°x 27 x10° 10°
6) D:(\S/ 2 = 6 2 \/ 6 212 =
27 () 3
10 6 10 40
D=5 (22) x 2% =
3 3 3
7)
E_ Q/Ex\/g _ E/Ex\/23 B 22 <21

/5/—128 o 10/27 10/27
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1\2
i1 132
2 43x8%x|| 22
. YaxBx(VV2) [[ )
F: =
Ya Y
1 1 2 2 3 2 2 3 21
43 x82 x24  23x22x24 St 3
E = - — > —23 243 _
46 26
2+l
F o2 27x25 432

Exercicel5 : comparer : 5/5 et {3
Solutions : ona: nXT/X—m=Q/;

3="93 =%243 et 32 ="%2" =%128
Ona: ¥243 > %128 car 243>128

Donc : Z/g > E/E

Exercice 16 : résoudre dans IR :

1) P3x—4=2  2) () ~5Yx+6=0
Solutions :1)
PBrd=25(x—4) =(2) ©3x-4=32
<x=12 donc : S = {12}

2) (E/Q)Z—SE/;+6=O on pose : /X = X

L’équation devient: X? -5X +6=0
A=b? —dac =(-5) ~4x1x6=25-24=1>0

_—b-JA
===
Donc: IYX =3 ou IYx=2

Donc: x =243 oux =32
Donc : s ={32;243}

Exercice 17 : calcules les limites suivantes :

1) Iin’21\5/x3+24 2) lim3Ix°+2x°-x+4

X400

3
3) |im‘/X+1_1 J_ 2
x—0 X an X — 8
3 —
5)|in2*/2x+6 Jx+3 6) lim Jx+1

X—l X—>+00 m

wl~N




Ix® -1
x-1
Solutions :

1)|in;€/x3+24=£/23+24=2/8+24=E/§=525
2) limYx®+2x® —x+4 = lim x5 = o0 = 400

(JFI
0

JxT 1
Ona:a —bsz(a—b)(a2+ab+b2)
( x+1—1)((€/ﬁ)2+1xM+12)

7) lim

x—1"

3) lim 0

x—0

3

lim X1 iy
=0 X e x((\3/x+1)2 +1x3/x +1+12)
3 3
Iim\3/x+1—1:Iim (3"“1) -(9) _im x+1-1
X HOx((\3/x+1)2+1x\3/x+1+12) HOx((\3/x+1)2+1x€/x+1+12)
1 1 1

=1lim

HO(;/—Hl)Z Axxle1? 1+1x1+1 3
4) tim X2 (6) Fl

Xx—>8 X—
Ona:a’-b’=(a-bh)(a’ +ab+b’)

0

im X =2 _ i (%/?)3—23
x> X—8 xas(x—8)((§/§)2+2x3/;+22)

. X—8 1 1
=lim

=lim 5 =—

x_’8(x—8)((3/;)2+2><§/;+22) HS(Q/;) +oxx+a 12

5)"mi’/2x+6—\/x+3 \3/2x+6—2_\/x+3—2
x—1 X—1

=lim

x>l x-1 x-1
_lim 2X+6-8 _ x+3-4
Hl(x—l)((\3/2x+6)2+2x\3/2x+6+22) (x—l)(\/x+3+2)
2 L1
Hl(\3/2x+6) soxYaxiB+22 VX+3+2 4 12
6)
lim —— /x+1 “X 1 X+1

= lim
X—>+0 3’ 2 _ X—>+%0 , _2 x—>+oo X _2

3
Car: lim (xx )Z—IlmX—4—I|m1:O
x—>+oo( 2) X+ X X+ ¥
, / 2
7)I|m ! _lim = lim > _12
x—1" ]_ x—1" 4’()(_1)2 x—1" (X—l)

(x=1)(x+1)

1
m«’ = 400
x—1" \| X =1

— i
e\ (x—1)(x—1)
Car: limx+1=2et limx-1=0"

x—1" x—1

Exercicel8 : simplifier les expressions
3/1024 x §/3200000

/64 = Y252 x 18
2) a)comparer : ¥4 et 43
b) comparer : 328 et V13

c) comparer : /23 et %151
Solutions :1)

suivantes :1) A=

_ 31024x3/3200000  32° x¥/2°x10°
</6_4X\/3 252 x+/18 (1/2_6><\3/\/2_8><\/2><32
10
23 x2x10

14 1
24 %23 x3x22
) a)comparaison de : ¥4 et 43
ona ”XT/X_sz/;
etona: 43 =3 =243 et 4 ="4* =256
donc ¥4 >43 car 256> 243
b)comparaison de : 28 et 13
ona 328 =287 =$784 et
J13 =313 =2{13° = 42107
on a §2197 > 4784 car \13 > 328
b)comparaison de : 1151 ety/23
§/23 = %23 =¥f12167
Donc : 5/@93/15_1

4.3 L’expression conjuguai et ses
applications

On sait que a’-b’ =(a-b)(a’ +ab+b’)

et a3+b3:(a+b)(a2—ab+b2) Il en résulte :
a®-pd a®+b?

a’+ab+b? a’—ab+b?

Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

X-y
() 3y +(4y)
(Vx € R+)(Vy € Rx+)
3/;_‘_3 X+Yy

($) = 3xily +(45)

a-b= eta+b=

_3y:

y:
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Applications :
Exercicel9 :1) Rendre le dénominateur rationnel

N2 o 1 o1

22 YA+ 2
1
Y25+310+3a
2) Déterminer les limites suivantes :
a)lim {X+3-y3x+1 b) lim Jx*+1-x

x—1 X—>+00

3x -1
Solutions :1)

33
“%-2
3J§(€/§2+2€/§+22) 3J§(€/§2+2€/§+22)

(%/5—2)(2/52+2%/§+22): 0 -
3@(%3+m+22) JE(3/§3+2%/§+22)

a= =-_
—6 2

1 Y2-1

_€/Z+3/§+1_(%‘/§—1)(3/§+§/§x1+12)
1 5y

(32) -

1 322 + 32 x 35 + ¥[52
2-35 (3/5—3/5)(3/2_2+§/§x§/§+§/§2)

1 2+32x3B+32 - da+30+325
TEE (@)

on utilise : a*-b* =(a-b)(a’ +ab+b’)

b=

1 1
25+ 0+ V4 Y5+ 28E+ Y
(- ) ()]
-3
3
2) a)lim 1\/?\/—:/3)7
a’ b’ =(a-h)(a’ +ab+b’)
(\/x+3—J3x+1)(Jx+3+\/3x+1)(€/x_2+§/§x1+12)
(Vx+3++3xL) (Y -1) (e + xx1+12)

d:

on utilise :

=lim
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2x-Y(Pe+hoxtat]  2Perdxdsl) g g

=lim =lim =—=—

ey (R e (R R
b)

lim 3% +1-x = lim

X—>+0 X—>+0

. . 1
lim Yx*+1-x= lim =0
o o 13/(x3 +1)2 + X% +1x1+ X2

(\3/x3 +1—x)(3 (x3 +1)2 xIe 1xls x2)

3 (x3 +1)2 + XX +1x1+x2

D’ordre 4 :
On sait que a‘-b*=(a-b)(a’+a’h+ab’ +b*)
a‘-b*
a’+a’b+ab” +b®
Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

4y afg _ X—y

A remarquer qu’on ne peut pas factoriser :

a*+b*

Exercice20 : Déterminer la limite suivante :
i {20x2-4-2

2X2+x—3

{20x2—-4 -2
2X24+x-3

20x2-4-16

(2x2+x—3)(\/(20x2 4 +{(200-4) 4+ 4200 416+\/_)

20(x+1)

(2x+3)(\/(20x2 4) +{(2002-4) 4+ 4200 —4)16 + $h6° )
Y200e-4-2 1

2x2+x-3 8
Exercice2l: 1)simplifier les expressions
5 45 (46
03
3 3
et B - \/_>< \[ 3 x\/_
$BLx W3

2) Résoudre dans R I'équation :
2 1

Ilenrésulte : a—b=

x—1

_Y20x2-4-416

2X2+Xx-3

Solutions :

lim

x—1

Donc :

suivantes : A=

a) Yx-1=3 b) x3 —7x3—8=0
c) Vx—-3x-12=0
2)Déterminer les limites suivantes :

17




3x -1

a) lim /x* +x*+1 b) lim
X—>+00 X—. X_
sin x
" Yx+1-1
Solution :
i m(my CPE(F] o e
- 3 - 5 - 5
3% % g g 8 1 37
A= -2 __335 g = (¥3)
35 35
1 1 1
B_(‘/§>< 333><\/§_(32) (34) 32x3
- - 1
/81 x+J\/\/3 (34)5 x(3)s (34)5 x(3)s
32 3 4 1 341 114 53
B= _32X35X(3)‘§:3258:38 5 — 340 40
4 1
35 x(3)8
23
B :3470 :40’323
3
2) a) «3/x—1=3<:>(\3/x—1) =3 o x-1=27
<x=28 donc: S={28
21 1?1
b) x3—7x3—8=0<:>[x3 —-7x3-8=0

1

onpose: x3=X donc: X?-7X-8=0
A=b?—dac=(-7)' —4x1x(-8)=49+32=81>0

7+9 16 8€tx2:H —_2 o
2><l 2 2x1 2

1 1
Donc: x® =8 ou x® =-1
1
x® = -1 n’a pas de solutions

L 1)

x3=8<:>[x3) =(8)3c>x=512
Donc : S ={512}
C) Jx=¥x-12=0 ona x>0

WX=¥x-12=0 8¢ —8x2 —12=0

on pose : §x=X donc: X*+X2-12=0
on remarque que 2 est racine de cette équation

donc: X°+X?—12=(X -2)(X*+3X +6)
X®+X?-12=0<> X =2 ou X2+3X +6=0
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A=-15<0 donc X*+3X +6=0 n’a pas de
solutions

Donc: X =2 §x =2 < x=2°=64
Donc : S = {64}

2) a) I|m I +x*+1=lim \/— +00

X—>+0

Iim\/;_1 onaa’-b’=(a- b)(az+ab+b2)

x>l x—1

b)"ms/;—l_“m ((%/;2 +1><\/_+12)
x>l x—1 x>l (x _1)((§/§) +1x 3 x+12)

=lim ((g&)a_f) =lim X1
“l(x—l)((W)zﬂxﬂhf) Xﬂl(x—l)((w)zﬂxﬂ”z)

Ilmé/;_lzlim 1 = - :%

x>l x—1  xo1 ((2/;)2+1X3/;+12) 1+1x1+1
H 3 2 3 2
C)| sin x i S|nx((\/x+1) +1><«/x+1+1)

H“VX* -1 H0(\3/x+1—1)((\3/x+1)2+1><\3/x+1+12)
sin x((\3/x+1)2 +1x \3/x+1+12) sin x((i/x +1)2 +1x3x +1+12)

=lim 3 =lim
x—=0 (m) _(1)3 x—0 X
2
—Imgw((\/ +1) +1><\3/X+1+12):1><3=3
x-0 ¥
Exercice 22:
1. Résoudre dans R : x* =16

2. Résoudre dans R : (x-1)’ =27
Exercice 23 :

1. Résoudre dans R I'équation: x-x=0
2. Résoudre dans R I'équation :
Yx—58x+6=0

3. Résoudre dans R l'inéquation :
Yx—1-3Yx-2>1

5) Puissance rationnelle :

5.1 Puissance entier
Rappelle :Soit x un réel et n un entier naturel

nonnulona: X' —XXXH?ZIS XX et (x#0)




5.2 Puissance rationnelle

Propriété :Pour tout réel x = 0 et pour tout entier
1

non nul g on pose : ¥x = x°
Définition :
Soit x un réel positif et r un rationnel (r € Q) ;

r=£oUpEZetqu*onpose:

3
Exemple : 24 = (‘/2_3 =48

_2 \/— 1 1
zv=722=7/_=<ﬁ
22 4

Propriétés
Soit x et y deux réels positifs, r et ' des
rationnels on a :

1 xr+r’ = xT x x"'

rer! TV — (T
xT = (D)7 = (&)

1
x T =— (x = 0)

X =X (x £ 0)
=

(xy)" =x"y"

e WM

0y x"
(y) Ty

6) la fonction Arctangente :
Activité :1- Déterminer :
lim tanx & lim tanx
x>Z x—>Z
2 2
2- Montrer que la restriction de la fonction tan

sur }—%%{ est une bijection de

_E;ﬁ Vers R.
22
Propriété et définition :La restriction de la

fonction tan sur }—%%[ est une bijection de

}—Z;Z[ Vers R.
2 2

Sa bijection réciproque s’appelle la fonction
arc tangente, notée : artan elle est définie de R

Y/
vers |-—;=| .
} 2 2{
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La courbe de la fonction arctan :

Résultats :

artanx=y x=tany
xeR < ye}z;z[
2 2

2) lim artanx:% et lim artanx:—%

X—>+00 X—>—00

3)(Vx € R)(tan(arctan x) = x)
et Vxe }—% ; %[ arctan(tan x) = x

4)La fonction artan est continue et impaire
strictement croissante sur R

5) artanx=artany < x=y V(x;y)eR?
artanx<artany < x=<y V(xy)eR?

6) lim ar tan x _
x—0 X

7) (Vx € R+) (arctan x + arctan (1/x) =n/2)

et (Vx € R-) (arctan x + arctan (1/x) =—n/2)

(Propriété a démontrer)

Exercice 24 :Déterminer les réels suivants :

1

1)a = Arctan (tan ( 20?” )
2)b = tan (Arctan ( 20077 )

3)c = tan(Arctan(-1))
4)d = Arctan (tan (-1))
5)e = tan(Arctan J123 )

Solution : 1)on a si XE}—%;%{ :

arctan(tan x) = x




20077

)

a = Arctan (tan (

= Arctan (tan (4057 +2?7[ ))= Arctan (tan (2?7[))

27

. T T T
Et puisque : ——<—<—alors:a = —
2 5 2 5

20077r ) = 20077r

ar: (vx € ]R)(tan(arctan X) = x)
3)c = tan(Arctan(-1))= -1

2)b = tan (Arctan (

4)d = Arctan (tan (-1)) = -1 car —% < —1<g
5)e = tan(Arctan~/123)= /123
Exercice 25 : on considere les nombres

suivants : a = Arctan% et b= Arctan%

et c= z_ Arctan1
4 8

1)montrer que : tan (a+b)=tan c
2)En déduire que :

Arctan— L + Arctan— L + Arctan 1 i
2 5 8 4
Solution : 1)ona: tan(a+b)= tana+tanb
l-tanaxtanb
tan arctan( j+tan arctan( j 1_,_1
5

tan(a+b) = -2 =g

1-tanarctan ( jx anarctan ( J 1-
() enareen )
tan tanarctan
% 8
tanc =tan (Z —arctan [ jj 1
1+tan ( j x tan arctan (8)

Donc : tan (atb)=tan c

11
7><7
2 5

T
@ |

tanc = _1
9

[EEN

+

[eeR

2)0 <%<1: arctan0 < arctan% <arctanl=0< arctan% <%

1 1 1 7z
0<g<1:> arctanO<arctang<arctan1:>0<arctang<Z
Donc 0<a+b<%

Etona: 0<1<1:O<arctan1<£:>O<£—arctan1<z
8 8 4 4 8 4
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T
Donc 0<c<—
4
Ona:tan (a+b)=tan c et puisque tan est une
bijection de ]—%%{ Vers R.
Donc : at+b=c

Cad : Arctanl + A’rctan1 I Arctan1
2 5 4 8

Donc : Arctanl + Arctan1 + Arctan1 Z
2 5 8 4
Exercice26 : Considérons la fonction f définie

par:f(x):xcosi;six;fO et f(0)=0

1)Etudier la continuité de f en x, =0
2) Etudier la continuité de fsur les intervalles

]0;+o0[ et ]-o0;0[ et est ce f est continue sur R

o}
ol

et puisque : I|m|x| 0 et lim—|x|=0

x—0

3) lim f(x) Solution : 1)xe R’ <1

5
CoS| —
X

donc : —|x|< f (x)<|X

donc : |X|

<|x| donc:

<|x|

Alors : Im f(x)=0=f(0)

Donc :f est continue en x, =0

. 1 ,
2)on a la fonction : f, :x — = continue sur les
X

intervalles ]0;+o[ et ]-o;0[ et les fonctions :
f,:x—>cosx et f,:x— X sont continués sur les
intervalles ]0;+oo[ et ]-o0;0[

Donc: f = f,x(f,f,) estcontinue sur les
intervalles ]0;+oo[ et ]|-o0;0[

Et puisque : f est continue en X, =0

Alors f est continue sur R

3) lim f(x) ?

X—>+00

1 ,
lim==0 et x—cosx est continue en x, =0

X—+0 Y

Donc Ilim cos1 =cos0=1

X—>+00 X




Et puisque : lim X =+o0

X—>+0

) 1
Alors lim xcos— = +o0

X—>+0 X

Exercice 27: Considérons la fonction f définie
par : f (x)=E(x)+(x—E(x)) ;six#0 et f(0)=0
1)Etudier la continuité de f en x, =2

2)Etudier la continuité de f en X, =2

3) Etudier la continuité de f sur R
Solution : 1) on va écrire f sur les intervalles
f(x)=1+(x-1)%si.xe[}2]

Bien définies :
en Getinies {f(x)=2+(x—2)2;si...x6[2;3[

Ona f(2)=2
XILT f (X)ZXILT“(X_l)z:ZZ f(2)

donc f est continue a gauche de x, =2
lim f (x)=lim2+(x-2)2=2=f(2)

x—2* x—2"

donc f est continue a droite de X, =2

et puisque f est continue a droite et a gauche
de x, =2 alors f est continue en X, =2

2)Etudions la continuité de f en x, =2
Puisque les fonctions : g:x— E(x) et hix—x

sont continues en x, = J2

alors: f=g +(h—g)2 est continue en x =2
3)Etudions la continuité de f sur R

Puisque les fonctions : g:x— E(x) et hix—x
sont continues sur chaque intervalle dans R-7Z
Alors la fonction : f =g +(h—g)2 est continue sur

chaque intervalle dans R-7Z
3)Etudions la continuité de f sur Z

Soit: keZ ona f(k)=k

{f(x)=k—1+(x—k+1)2;si...x6[k—1;k[
f(x)=k+(x—k)?si.xe[kk+1]

lim f (x)=limk-1+(x—k+1)2=k = f (k)

x—k~ x—k™

donc f est continue a gauche de x, =k
lim f (x)=limk+(x-k)2=k = f (k)

x—k* x—k*

donc f est continue a droite de x, =k
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et puisque f est continue a droite et & gauche
de x, =k alors f est continue sur Z

conclusion : f est continue sur R

Exercice28 : soient f et g sont deux fonctions
définies sur R tels que f est bornée et g continue
sur R ;Montrer que fog et go f sont bornées

sur R
Solution :1) f est bornée sur R donc il existent
deux réels met M tel que: VxeR

m< f(x)<M

Donc: f(x)e[mM] vxeR

Donc: g(f(x))eg([mM]) vxeR

et puisque g est continue sur R alors

g est continue sur [m;M] donc il existent deux

réels aet b tel que g([m;M])=[a;b]
donc g(f(x))e[ab] vxeR

donc a<g(f(x))<b vxeR

donc a<(ge f)(x)<b vxeR

Donc go f sont bornée sur R

2)la fonction g est continue sur R donc :
g(R)=1 avec I unintervalle de R

et puisque f est bornée sur R Donc :
f(y)e[mM] vyel

Donc : f(g(x))e[mM] vxeR

Donc: m<(feg)(x)<M vxeR

Donc fog sontbornée sur R

Exercice 29: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] et x, et x, et x, des
nombres de l'intervalle [a;b]

Montrer que I'équation :

3f (x)=f(x)+f(x)+f(x) admet au moins
une solution dans [a;b]

Solution :
On considéré la fonction g définie sur [a;b] par

9 (x)=3F (x)=(f (x)+f(x)+f(x))
la fonction g est continue sur l'intervalle [a;b]

soit f (o) le plus petit des nombres f(x,); f(x,)

21




; f (x;) et soit f (B)le plus grand des nombres

De méme : ona: g(B)=3f(8)-(f(x)+f(x)+f(x))
g(a)=((8)-f (x))+(F(8)= (%)) +(F ()~ (x))
Donc : g(f)>0

et puisque g est continue sur[a;b]

Donc : d’aprés le (T.V.l) il existe un réel C dans
[a;b] tel que : g(C) =0

Cad 3f (c)=f(x)+f(x)+f(x)

Donc I'équation 3f (x)=f (x )+ f(x,)+f(x)
admet au moins une solution dans [a;b]
Exercice30 : soient f et g sont deux fonctions
continues sur[a;b] tels que :

0<g(x)=<f(x) vxe[ab]

Montrer que :

JAeR’ Ivxe[ab];(1+4)g(x)< f(x)

Solution : Montrons que :

2 eR’ /vxe[ab];(1+2)g(x)< f(x) Cad :

J1eR’ [Vxe[ab];A< f(x)

On considéré la fonction h définie sur [a;b]par

h(x) :m—lla fonction h est continue sur
g(x)

lintervalle [a;b]car f et g sont continues sur

lintervalle [a;b]et g(x)=0 Vxe[a;b] Donc la

fonction h admet un minimum A Cad il existe

X, €[a;b] tel que :

ﬂzh(xo):on)—l et A<h(x) Vxe[a;b]

g(%)

f
Ona: 0=<g(x)=< f(x) donc O<ﬁ—1

9(%)
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donc: AeR’ donc:

1 eR] /vxe[ab];(1+2)g(x)< f(x)

Exercice 31: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] tel que : f(a)<0

a—X,

b—X,

il existe x, €]a;b[ tel que : f(x,)

Solution :

Ona: f(xo):‘z_XO

— < (b=x) f(x)—-(a—x,)=0

0
On considéré la fonction g définie par :

g(x)=(b—x) f(x)—(a—x) ;lafonction g est
continue sur l'intervalle [a;b]car c’est la somme
de fonctions continues sur [a;b]

Ona: g(a)=(b-a)f(a)<0 car f(a)<0

Et b—a>0 etona: g(b)=b-a>0

Donc : d’aprés le (T.V.1) il existe x, € Ja;b[ tel

que : g(%,)=0 cad f(xo):z:::o
0

Exercice 32 :Soit la fonction f (x)= X2+ x+1

définie sur R.
1- Déterminer J = f([0,1])
2- Montrer que f admet une fonction réciproque
de J vers [0,1] et déterminer ™ (x) ¥xeJ
Exercice 33 :Soit la fonction g(x)=x—-2vx
définie sur R".
1- Montrer que g est strictement croissante sur
[1, +oo[ puis déterminer ] = g([1, +[)
2- Montrer que g admet une fonction réciproque
de J vers [1, +e=[et déterminer g~* (x) ¥xeJ

X
1-x
Montrer que h est une bijection de] - 1,1] vers
un intervalle J qu’il faut déterminer et déterminer

et déterminer h™ (x) VxeJ

C’est en forgeant que [’on devient forgeron » Dit un
proverbe. C’est en s entrainant régulierement aux
calculs et exercices Que [’on devient un

mathématicien ‘i

Exercice 34 :Soit la fonction h(x)=——






