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LIMITE ET CONTINUITE

/) CONTINUITE D’UNE FONCTION NUMERIQUE EN UN POINT

1) Activité et rappelles

1.1 Activités :
Activité 1 :

Déterminer les limites suivantes :

3x%—x . Vax+1-3 . sin7x . sin2x . 2cos’x+cosx—3
im-——— . lim lim lim—————
x—12x°+2x—4 x—2 X“—=3x+2 x—0 tan3x x_)g cosx x-0 1-cos“x

Activité 2 :

Considérons la fonction f définie par :

) 3x2+x—4 1
X) = ——— ;six
Vx?2+4+3-2

f() =14

1- Déterminer Dy
2- a) Déterminer : Qlci_r)rif(x).
b) Comparer}ci_r:r% f(x)etf(1)
On dit que f est continue en x, = 1
Activité 3 :

Considérons la fonction g définie par :

1 .
{g(x) =xE (;) iStx#0 b désigne la partie entiére)

g(0)=1

1- Déterminer Dy
2- Déterminer: lim g(x) et lim g(x)
x—0% x—0~

3- g est elle continue en xq = 07

1.2 Rappelle
Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit que la fonction f tend vers
le réel l quand x tend vers asi: (Ve > 0)(3a > 0)(Vx €D )0 < [x —a| <a=|f(x) -] <e¢

2 Définition et exemples
Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle de centre a. On dit que la fonction f est continue en asi:

elle admet une limite finieena et lim f(x) = f(a)
xX—-a

Cest-a-dire: (Ve > 0)(Fa>0)(VxED)(0<|x—al<a=|f(x) —f(a)| <e
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Exemples :

© Montrer en utilisant la définition que g(x) = 3x + 1 est continue en a (a un réel quelconque).
® Montrer en utilisant la définition que h(x) = x? + 1 est continue en 1

© Considérons la fonction f définie par:

2x3—x—14
f(X)=m ;Slx>2
x—2 ]
A e T
1
2) ==
) =3

En utilisant la notion des limites étudier la continuité de la fonction f en x5 = 2

3- Interprétations graphiques

Activité 1:

x> +2x, x<1
x%2—2x, x>1

1- Déterminer f (1) et étudier la continuité de la fonction f en xy = 1
2- Représenter graphiquement la fonction f.

Considérons la fonction f définie par: f(x) = {

Activité 2 :
. . ) o 2x+2, x<-1 _

Considérons la fonction h définie par : h(x) = {—Bx +3 x>-1 eth(—1) =3

1- a) la fonction h admet-elle une limite en x; = —1

b) la fonction h est-elle continue en x5 = —1
2- Représenter graphiquement la fonction h.
La courbe L'interprétation
_{2x*+x x<1 e f estdéfinieen1
f(x)_{—x2+2,x21 !

e f n’admet pas de limite en 1
e f n’est pas continue en 1

P B _(2xt+x-2,x<1, _

! f(x)—{ —x2+2, x> 1'f(1)_2 e .

o o f est définieenl

f e fadmet une limiteen 1 et lirr%f(x) * f(1)

X—
e f n’est pas continueen 1
ATy — Flx) = {2952 +’§;§ x ; 11 e f estdéfinieen1
—X » X =2

e f admet une limite en 1 et lin}f(x) =f(1)
X—

e f estcontinueena
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Exercice :
Etudier la continuité de la fonction

3
f(x) = xsin (;), x#+0
fO)=0, x>1

4) Prolongement par continuité
Activité :

x3+1
x2+3x+2

Soit la fonction h définie par h(x) =
1- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction h.
2- Déterminer la limite lim1 h(x), h est-elle continueenxy = —17?
xX—>—

h(x) = h(x)six # —1

3- Soit la fonction h définie par : { _
h(-1)=3

a) Déterminer Dy

b) Etudier la continuité de la fonction h en xy=-1

La fonction h s’appelle un prolongement par continuité de la fonction h en -1

4- Peut-on prolonger h par continuité ena = —2

Théoréme et définition :

flx)=f(x); six#a

de la fonction f en a.

Soit f* une fonction dont I'ensemble de définition est D ; a un réel tel que a & Dy et lim f(x) = [ (finie)
x—=a

La fonction f définie par: { Foo) = lim f(x) = 1 est une fonction continue en a et c’est un prolongement
x—-a

La fonction f s’appelle un prolongement par continuité de la fonction f en a

Exercice 1:

x4—
x3-1

Définir un prolongement par continuité de la fonction g(x) =

Exercice 2 :

x%24+x-6

T EGD (E désigne la partie entiere)

Soit la fonction h définie par h(x) =

Peut-on prolonger h par continuité ena = 2 ?

/1) CONTINUITE A DROITE CONTINUITE A GAUCHE.

1
ena=1

1) Activité et définition.

Introduction

Dans I'exercice prrécedent ou f était définie par:
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()_2x3—x—14 -
flx) = T x_p SiX
(@) = 5 six <2
fO) =g =0 St*
1
f(z)—§

On a trouvé que : 1ir£1_f(x) = g = f(2) ; on dit que la fonction f est continue a gauche de 2
X

et 1il‘£l+ fx) # % = f(2) on dit que la fonction f n’est pas continue a droite de 2.
X—

Définition

0 Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,a + [ (oU > 0)

On dit que la fonction f est continue a droite de a si: fadmet une limite finie a droite de a et

lim _f(x) = f(a)

x-a

Cest-a-dire: (Ve > 0)Qa>0)(VxE€D)(0<x—a<a=>|f(x)—f(a)|<e
@® Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja — r,a] (ou > 0)

On dit que la fonction f est continue a gauche de a si: fadmet une limite finie a gauche de a et

lim £(x) = f(a)

Cest-a-dire: (Ve > 0)3a>0)(Vx€D)(0<a—-x<a=>|f(x)—f(a)|<e¢

Théoréme

Une fonction est continue en un point a si et seulement si elle est continue a droite et a gauche de a

Preuve : (En exercice)

Exercice 1:
2,
Flo) =222 i 21
Etudier la continuité de la fonction [4x=3|-1 ena=1
Q=2
4
Exercice 2 :
x24x—6 .
g(X) = m six > 2
. . e s ] .
Soit la fonction g définie par: g(x) = x +z:i2a+1 six <2
g)=1

Existent-t-il « et pour que g soit continue en 2 ?

I1l) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES.

1) Continuité sur un intervalle
Définition :

Soit f une fonction dont le domaine de définition est Dy, soit ]a, b[ un intervalle inclus dans Dy

e Ondit que f est continue sur I'ouvert ]a, b| si elle est continue en tout point de ]a, b[
e Ondit que f est continue sur [a, b| si elle est continue sur ]a, b[ et a droite de a
e Ondit que f est continue sur [a, b] si elle est continue sur ]a, b[ , a droite de a et a gauche de b
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Remarque :

v Siune fonction f est continue sur [a, b] et sur [b, c] elle est continue sur [a, ]
v' Engénéral si f est continue sur un intervalle I et sur un intervalle J et siI N J # @ alors f est continue sur [ U J.
v f peut-étre continue sur [a, b[ et sur [b, c] sans qu’elle soit continue sur [a, c]
Dans le graphique ci-dessous f estcontinue sur [—3,0[ et continue sur [0,2] mais pas continue sur [—3,0] car elle
n’est pas continue en 0

1
f(x)z; six <0

f(x)=x%six=>0 emmr TemEeT

2) Opérations sur les fontions continues

Propriété :

Soient f et g deux fonctions tels que : li_r)n flx)=1 li_r)n gx)=1ona:
I @ =1+ o
" lm(fxg)0) =IxT
= lim(fDG) =11

. )m(é)(@:% ' #0
. m(ﬁ)(x):% I'#0

* lm(J )@=Vl 1>0

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche d’un réel a.

Grace a la propriété précédente et a la définition de la continuité on peut en déduire :

Propriété :

@Si f et g sont deux fonctions continues en a alors :

" f+yg
" fXxyg
= |f]

sont des fonctions continues en a
@ Si f et g sont deux fonctions continues en a et g(a) # 0 alors

QIwQ |~

sont des fonctions continues en a.

® Si f une fonction continue en a et f(a) = 0 alors :

. \/]_f est continue en a
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Remarque :

La propriété précédente reste vraie soit a droite de a, a gauche de a ou sur un intervalle I (En tenant compte des
conditions)

Résultat :

Une fonction polyndme sur R est définie comme la somme des plusieurs monémes
f(x) = ag+ ayx + azx? + -+ ax"

Et puisque la fonction x — x™ est continue sur R donc la fonction x — kx™ et par suite

Propriété :

Tout fonction polyn6me est continue sur R

Propriété :

Les fonctions sin et cos sont continue sur R

Exemples :

O/ (x) = Vx2 + x + 3 est continue sur R car x = x? + x + 3 étant une fonction polynéme donc elle est
continue sur R de plus (Vx € R)(x% + x + 3 = 0) (Son discriminant A est négatif)

3
B g(x) = i’;;ii est continue sur ] — o, =3[ ; sur ] — 3,1 et sur |1, +oo].

© La fonction tan est continue sur tous le intervalles de la forme : ]_7” + km; g + kTE[ (oUk €Z)

Théoréme :

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle ] tels que f(I) c J
et xo un élément de I.

@ Si f est continue en x et g continue en f(x,) alors gof est continue en x;.

@ Si f est continue I et g continue en f(I) alors gof est continue I.

Preuve : (En utilisant la définition)
Montrons que : (Ve > 0)(3 a > 0)(|x — x| < @ = |(gof)(x) — (gof)(xy)| < €

On a g est continue en f (x,) donc :

(Ve>0)3B>0)(It = fxo)| <B = g(®) —g(f(xo))| <€ (R)

et puisque f(I)  J donc: (Vx € D(f(x) €J) (on pose t = f(x) dans (R) ) on obtient :
(Ve>0)EB>0)(fx) = fxo)l <B=1g(f(x) —g(F(xo))l <& (¥)
Pour £ >0@a>0)(|x—x0l <a=|f(x)— f(xo)| <P (car f est continue en x,)

= |g(fF () —g(f(xo))l <& (¥) C.Q.F.D

Exemples :

, 1 .
f(x) =sin (m) est continue sur R car :

e x b x2 + 1 estcontinue sur R et ne s’annule pas sur R donc

1 . 1
s— est continue sur R et (Vx € R) ( > — € R)
xZ+1 x2+1

e sin est continue sur R

e X
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g(x) = Vsin?x + 1 est continue sur R ( justifier la réponse)

Exercice : Montrer que h(x) = cos G) est continue sur | — o0, 0[ et sur ]0, +oo[

3) Limite de vou
Théoréme :

Soit u une fonction définie sur un intervalle pointé de centre x, telle que lim u(x) = [; si v est continue en [
X-Xg

alors xh_)r)r} (vou)(x) = v(l)

Preuve :

Ona: lim u(x) =1 € Rdoncu admet un prolongement par continuité i définie comme :
X—Xg

u(x) = u(x);six + x
{ﬁ(xo) =1

La fonction u étant continue en x,; et v est continue en | = u(x,) alors et d’aprés le théoreme de la composition
(vo u) est continue en x, et par suite :

Jim (vou) (x) = lim (vot) (x) = (votn) (xo) = v(T (x0)) = v(1)

Application :

Déterminer les limites suivantes :

. sin4dx
1. limcos (n )
x-0 3x

. . 1
2. xl_l)r_go sin <7Tx (1 — cos (ﬁ)))

IV) IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE

1) Image d’un segment (intervalle fermé) :
Activité : . .."

Le graphe ci-contre est le graphe de la fonction f(x) = x? + 2x o f

1- Déterminer graphiquement les images des intervalles » ,
-.". ,."'
L =[01], 1 = [-3,~1]; 5 = [-3.1] s e NS TR
\ I
2- Montrer algébriquement que f([—3,1]) = [—1,3] .
Rappelle :
f)ej
H=]s {I

{ (vx € D(f(x) €]))
(vyeD@ExeDN(fx) =y

Théoréme : (Admis)

L'image d’'un segment [a, b] par une fonction continue est le segment [m, M| ou

m= xrer[un f(x) et M= xrer%gr)l()]f(x)
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La courbe ci-contre est la courbe de la fonction
flx)=x3+3x2+2

f(la,b]) = [m, M]

\#

continuitéiamgeintervalle.ggb

Cas particulier :

e Si f est continue croissante sur [a, b] alors f([a, b]) = [f(a), f(b)]
e Si f est continue décroissante sur [a, b] alors f([a, b]) = [f(b), f(a)]

Remarque :

La continuité dans le théoréme précedent est suffisante mais pas
nécessaire

Dans la figure ci-contre f n’est pas continue mais

fao.2D) = [f ), f(D] = [-1,2]

(X

&

., ] 24

2) Image d’un intervalle.

2.1 Théoréme général
Théoréme (admis)

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Remarque :

L'intervalle I et son image f(I) par une fonction continue n’ont pas
nécessairement la méme forme.

Dans le cas de la courbe ci-contre on a :

&

f£00.2]) = [-21]

-4

B3
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L'intervalle I f(I) : f strictement f(I) : f strictement
croissante décroissante
[a, b] [f (@), f(B)] [f(b), f(a)]
[a,b] [f(@, lim fGI ] lim f(), f(a)]
Ja, B[ ] Iim (), lim fCO[ | 11im £GO, Tim, f@)]
[a, +o] [f (@, Iim_fCo)1 ] lim £Co, f(@)]
] =0, b[ 1 lim 7Co, lim fFG)[ | 1Jim £(), lim fCo[
] — o0, +0o[ ] lim f(x), lim fC)[|] lim f(x), lim f()][

Remarque

Si f n’est pas strictement monotone sur I'intervalle I, on peut utiliser les propriétés précédentes en subdivisant
I'intervalle I en intervalles ol f est strictement monotone et on utilise la propriété f(I; U Iy) = f(I1) U f(I;).

Exercice :

1- Dresser le tableau de variation de la fonction f(x) = 2x? — 3x?

2- Déterminer les images des intervalles suivants : | —1,0]; [1,2]; [—1,2[; [0, +oo[

V) THEOREME DES VALEURS INTERMEDIERE — TVI.

1) Le théoreme :

Preuve :

(Vx € D(f(x) €))

Rappelons que: f(I) =] < {(Vy eNExeN(f) =y

Soit f une fonction continue sur un intervalle I ; a et b deux éléments
de I telsque:a < b.

On sait que f([a, b]) = [m,M] oum = min_f(x) et M = max f(x)
x€[a,b] x€[a,b]

Onadonc f(a) € [m,M] et f(b) € [m, M].

Soit A compris entre f(a) et f(b) onadonc: A € [m, M] et puisque
f([a, b]) = [m, M] donc A admet au moins un antécédent ¢ dans l'intervalle [a, b].

D’ol pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) = A

Théoréme T.V.l :

Soit f une fonction continue sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un ¢ € [a, b] tel que f(c) = A
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Théoréme T.V.I (cas f strictement monotone)

Soit f une fonction continue strictcement monotone sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et un seul

c € [a,b] telque f(c) =1

Remarque :

L’expression " Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un et unseul ¢ € [a,b] telque f(c) = 1"
peut-étre formulée comme :
" Pour tout A compris entre f(a) et f(b) I'équation f(x) = A admet une solution unique dans [a, b]

Corolairel (T.V.l) :

Soit f une fonction continue sur [a, b] .

Si f(a) X f(b) < 0il existe au moins un ¢ € [a, b] telque f(c) =0

Preuve :
f(a) x f(b) < 0veutdire que f(a) et f(b) ont des signes opposés donc 0 est compris entre f (a) et f(b)
On prend A = 0 dans le théoréme général des valeurs intermédiaire.

Corolaire2 (T.V.l) :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur [a, b] .

Si f(a) X f(b) < 0il existe un et un seul ¢ dans [a, b] tel que f(c) =0

2) Applications :

Exercice 1 :

1- Montrer que I'équation x3 + x — 1 = 0 admet une racine unique dans [0,1]

2- Montrer que I’équation x3 + x — 1 = 0 admet une racine unique dans R.

VI) FONCTIONS COMPOSEES ET FONCTIONS RECIPROQUES.

Activité :

. 1
Soit f(x) = e
1- Montrer que pour tout y dans I = [0,4oo[, I'équation f(y) = x admet une solution unique dans I'intervalle

J=101]
2- Etudier la monotonie et la continuité de f sur R

On dit que la fonction f admet une fonction réciproque de J =]0,1] vers I = [0, +oo[

Remarque :

10
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flx) =y fy)=x
{ X€EF (:){ y€EE

fH=y X=f(y)

Ona:

(Vx € F)(fof ~1(x) = x)
(Vx € E)(f of (x) = x)

g0

f—l

2) Théoreme et applications

Théoréeme :

Soit f une fonction définie continue et strictement monotone sur un intervalle I, On a f admet une fonction
réciproque f 1 définie de J = f(I) vers I.

Preuve :

Puisque f est continue et strictement monotone alors I'image de I'intervalle I I'intervalle ] = f(I)
donc f est surjective par construction car (Vx € ] = f(I))(Ay € D(f(y) = x)

Montrons que f est injective de I vers f(I)

On suppose pour la démonstration que f est strictement croissante (méme démonstration si f est strictement
décroissante)

Soient y; et y, deux éléments distincts de I (On suppose que y; > y5)
On a donc ( puisque f est strictement croissante) f(y;) > f(y,) donc f(y,) # f(y,) et finalement f est injective

donc f est une bijection de I vers f(I)

Fr =y ) =

TS . ;. -1 _ .
D’oul f admet une fonction réciproque f =" deJ = f(I) versI eton a { xe] yel

Exercice 1
Soit la fonction f(x) = 2x% + x + 1 définie sur R.
1- Déterminer ] = f([0,1])
2- Montrer que f admet une fonction réciproque de J vers [0,1] et déterminer f~1(x) pour x dans J
Exercice 2 :
Soit la fonction g(x) = x — 2v/x définie sur R.
1- Montrer que g est strictement croissante sur [1, +oo[ puis déterminer ] = g([1, +[)

2- Montrer que g admet une fonction réciproque de J vers [1, +oo[et déterminer g~1(x) pour x dans J

11
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Exercice 3 :

définie sur R.

Soit la fonction h(x) = —

Montrer que h est une bijection de ] — 1,1[ vers un intervalle J qu’il faut déterminer et déterminer h=1(x) pour x
dansJ.

Propriété 1 :

Si f admet une fonction réciproque f~* de ] = f(I) vers I alors f 1 & la méme monotonie sur J que celle de f

surl.
Preuve : P
A G R C2)) T
Tf_l -_—— /
/] Xq1—Xp ( B
Y1i—=Y2
=" f =y t=Flw)
FOeD—F(x2) £ AN AT
S
1 . s
= (Tf/ # 0 f est strictement monotone)
f/I I f 1l17)'—_)': 8=fly)
Donc le taux de f~1 sur J a le méme signe que le taux de f sur [ =T
Et on conclut. ~ )
st
’~I

Propriété 2 :

Si f admet une fonction réciproque f 1 de ] = f(I) vers I alors C¢-1 et Cy sont symétriques par rapport a :

Q) y=x
Rappelles :
x €D
®OM(x,y) € C (:){ s
CNEG Sy = Fy

®@Dans un repére orthogonal si on a un point M (a, b) son symétrique par rapport
a la droite (A) y = x est le point M'(b, a).

Preuve d’une propriété :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I, f 1
sa fonction réciproque définie de J = f(I) vers .

Cr et C¢-1 sont les courbes respectives de f et de fL
fib)=af 1b=r@
Soit M(a, f(a)) un point de la courbe C; son symétrique par rapport a la \\‘//
droite (A) y = x est le point M'(f (a), a).
fl@=»b _ X
Or :{ _ donc M'(b, f~1(b)) douU M’ € Cs-1 /
a=f"1(b) (. f ) f Sosg g e

Propriété :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I,
f~1 sa fonction réciproque définie de ] = f(I) vers 1.C; et Cp-1 sont

symétriques par rapport a la droite (A) y = x

12
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A remarquer que la symétrie des deux courbes concerne toutes leurs
composantes ; les asymptotes ; les tangentes et demi-tangentes... =

(Aly =«

3) La fonction racine n — éme

Propriété et définition :

elle admet donc une fonction réciproque u~! de u(R*) = R* vers R*.
La fonction réciproque u~! s’appelle la fonction racine n — éme et se note 3/

Soit n un élément de N* ; la fonction u: x = x™ est une fonction continue strictement croissante sur Rt

Conséquence de la définition :

e Lafonction V' est définie sur R*

e (Vx€eRY(WV/x =0)

(Vx ERM) (VY ERDH(Vx =y & y" =x)

e Lafonction Y/ est continue sur R* strictement croissante.
o (VxeRN(VyeRHWVx =4y ox=y)

(VaeRY) (Vx =ae x=a")
o (WVaeRYN)(WVx <ae=0<x<ah)
(vx e R)((Vx) =¥Vx" =x
(vx € RH)(vp e N)(Vx )" = VxP
o Jim Vxo= oo

Si limu(x) = +oo alors lim \/u(x) = +o
x— X%

Si limu(x) =1 > 0alors lim Yu(x) = V1
X%k

X —>%k

O

La courbe de la fonction ¥/

Régle de calcul :

(Vx e RM)(Vy e RY) (W xy =Vxy)
e (Vx € RT)(Vy € R*) (i/? = %)
o (Vx € R*)(Vn € N*)(¥p € N*) (V’{/_; = ”K/E)

(Vx € R*)(Vn € N*)(vp € N)(Vx = "VxP)

(a prouver)
(a prouver)

Remarque :
(Vx € RM)(Vx =vx)

13
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e (VxeRY(Vx =x)
L’équation x™ = a
x"=a
n pair \ / n impair
a=0 a<0 a=>0 a<0
Y v
§ = (Va; —Va 5= s = (Va) s =(-¥-a)

Exercices d’applications :

Exercice 1:

1. RésoudredansR:x*=16
2. RésoudredansR:(x —1)3 = =27

Exercice 2 :

1. Résoudre dans R I'équation: 3/x —x = 0
2. Résoudre dans R I'équation: ¥x —5Yx+6 =0

3. Résoudre dans R I'inéquation: Vx — 1 — x — 2 > 1.

Ordre 3:

Onsait que a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?) eta® + b3 = (a + b)(a®? — ab + b?)

a3+b3

2—ab+b?

(Vx € RY)(Vy € R*) (i/; -y = T
x

(Vx € RM)(Vy € R*) (i/E +3fy =

xX—=y )
oy + 3

x+y >
Va2 =y + 7

, a3-b3
llenrésulte: a—b=—-——eta+b=
a“+ab+b
Par suite :
Applications :

® Rendre le dénominateur rationnel :

_ 3V2 b= 1
32-2 a+32+1
@ Déterminer les limites suivantes :
. 32062473 . 3Bx—a—Vx
lim ———— lim ————=
x->1 xZ+x-2 x—4  X—4
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2Bac S.M Limite et continuité A.KARMIM
D’ordre 4 :

Onsaitque: a*—b*=(a—b)(a®+ a?b+ ab®+ b3)

a*-p*

llenrésulteque: a—b=—-——
q ad+a?b+ab*+b3

Et par suite :

s w0 e (- = g e

A remarquer qu’on ne peut pas factoriser : a* + b*

Applications :

Déterminer les limites suivantes :

lim 420x—4-2 lim 42x+1-1
x—1 2x2+x-3 x—0 3/2x+8-2

4) Puissance rationnelle :

Rappelle :

Soit x un réel et n un entier naturel nonnulona:x®* =x X x X ...xx et x°=1 (x # 0)
N——— —_——
n fois

— 1
Pourx # Oonax™" = —
X

Propriété :

1
Pour tout réel x = 0 et pour tout entier non nul g on pose : Ux = x(q)

Preuve : (en exercice)

Définition :

Soit x un réel positif et r un rationnel (r € Q) ; r = sou p €E Zetq € N* on pose :

p
q

x = @) = Y37 = (Y7)
Propriétés

Soit x et y deux réels positifs, r et ' des rationnels on a :

xr+r’ = x" x x’
xrxr' — (xr)rl — (xrl)r

1
X = (x#0)

!

r—rr _ X" 0
X —F(xqt )

(xy)" = x"y"

(x)r . xr
y yr

o AW INE

Exercice 1:
Démontrer 1 et 2
Exercice 2 :

Comparer les nombres a = /5 et b = V20
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2Bac S.M Limite et continuité A.KARMIM
Application aux calculs des limites.
Calculer les limites suivantes :

o lim ¥2x2 + 3x — 1/3x3 + x2

xX—+co
im 3/8x2 352 — 52
o lim V8x?+3x —2+x?—x
X—+00
o Yx=1-1

xl—l>r4poo Vxri+x
o lier Vx7+1— YxP +1 (discuter suivant les valeurs de petq)
xX—>+o0

5) la fonction Arctangente :
Activité :

1- Déterminer lim ,tanx et lir7£1 _tanx

x-(F) *(3)

2- Montrer que la restriction de la fonction tan sur ]%n;g[est une bijection de ]_7” %[vers R.

Propriété et définition :

La restriction de la fonction tan sur ]_2—” %[ est une bijection de ]%n;g[vers R.

Sa bijection réciproque s’appelle la fonction Arctangente , notée : artan elle est définie de R vers ]_7” %[

La courbe de la fonction arctan :

Ctan

2 ==

1 "FFF._._._._._-_:.'HH
— T = %
1] & =d =3 =2 1 2 3 4 B =] T E
_-_-_-_-_______,_,..-* )
2 i _,_
Résultats :
arctax =y X =tany
X y 27’2
. T . -1
@ lim arctanx == et lim arctanx =—
xX—+00 2 X——00 2

Il
=
—

® (Vx € R)(tan(arctan x) = x) et (Vx € ]_7” ; ED (arctan(tan x)

. . . . . - T
@ La fonction artan est impaire strictement croissante sur ]T, E[
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—TT

® (Vx € RY) (arctanx + arctan G) = g) et (Vx ER7) (arctanx + arctan G) == ) (Propriété a démontrer)

Exercice 1 :

Déterminer les réels suivants:

a = Arctan (tan (— ?2’—7;)) ;b= Arctan (tan (#)) ; ¢ = tan(Arctanv123)

Exercice 2 :

Soient a et b deuxréelstelsquea €] —1,1] et b €] — 1,1

b
1- Montrer que: arctana + arctanb = arctan (%)
2- Etudierlecasou a>1letb>1
3- Résoudre dans R
1- 1
arctan (Tﬁ) + arctan ( +\/}) = %
Exercice 3 :
Déterminer les limites suivantes :
. Arctanx—1 , . (Arctan(2x?*+
1. 1- lim 5 2- lim x(2arctanx — m) 3-lim (rngx))
xoT Ax-T xX—+0o0 x—0 V+1-1
4
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