Fonctions primitives A.KARMIM

FONCTIONS PRIMITIVES

) FONCTION PRIMITIVE D’UNE FONCTION
1) Activités :

Activité 1 :

1- Déterminer une fonction qui admet pour fonction dérivée la fonction f(x) = 2x3 — x*

2- Déterminer une fonction qui admet pour fonction dérivée la fonction: g(x) = T

3- a) Soit la fonction H(x) = %sin(Zx) + %; vérifier que H est dérivable sur R et que (Vx € R)(H'(x) = cos(2x)
La fonction H s’appelle une fonction primitive de la fonction h(x) = cos(2x) sur R
b) Montrer que H;(x) = %sin(Zx) + 10 est aussi une fonction primitive pour la fonction h
c) Donner une expression de toutes les fonctions primitives de h
Activité 2 :
Soient F une fonction primitive de la fonction f sur I'intervalle I c’est-a-dire (Vx € I (F'(x) = f(x))
et G une fonction primitive de la fonction g sur I'intervalle I, a et § deux réels.
1- Montrer que (aF + BG) est une fonction primitive de la fonction (af + fg) sur I.
2- Soient F; et F, deux fonctions primitives de la fonction f sur I'intervalle I ; Montrer que :
(Vx € I)(F,(x) = F;(x) + A1) ou A est un réel quelconque.

3- Démontrer que si f admet une fonction primitive sur I et x, € I ; alors il existe une unique fonction F,, fonction
primitive de f telle que Fy(xy) = ¥, oU y, un réel quelconque.

2) Définition et propriétés
Définition :

Soit f une fonction définir sur un intervalle I ; On dit que la fonction F est une fonction primitive de la
fonction f sur I'intervalle I si :

e [ estdérivable sur [

o (VXeDF'® =f()
Théoréme :(admis)

Si f est continue sur I alors f admet une fonction primitive sur [

Remarque :

La continuité dans le théoréme précédent est une condition suffisante qui n’est pas nécessaire.

Exemples :
0 Soit {f(x) = 2xsin (i) — cos (%) six#0
f(0)=0

1- Vérifier que f n’est pas continue en 0

2- Soit F(x) = x*sin G)
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a) Montrer que F est dérivable sur R.

b) Montrer que F est une fonction primitive de f sur R

Propriété :

Si f admet une fonction primitive F sur I alors toutes les fonctions primitives de f sur [ s’écrivent de la
forme :F + A ou 4 est un réel.

Propriété :

Si F, et F, sont deux fonction primitive d’une fonction f sur I alors (Vx € I)(F,(x) = F;(x) + ) ouA € R

Exemple de fonction qui n’admet pas de primitive

) . (fx)=2x+1six<1
Soit la fonction f définie par ; {f(x) oy —1six>1

Montrons que f n’admet pas de primitive sur R.

Remarquez que f n’est pas continue sur R ; (elle n’est pas continue en 1)
F;(x) = x? 4+ x + A4 est une fonction primitive de la fonction f sur | — o, 1].
F,(x) = x? — x + 1, est une fonction primitive de la fonction f sur |1, +oo[.

F(x)=x?>+x+1; six<1
F(x)=x?—x+21, six>1

Si f admet une primitive F sur R alors ils existent A;et 1, tels que : {
et que F soit dérivable sur R et (Vx € R)(F'(x) = f(x))

On a F est dérivable sur ] — oo, 1[ et (Vx €] — o0, 1[)(F'(x) = f(x))
et F est dérivable sur ]1,4+oo[ et (Vx €]1,4+o)(F'(x) = f(x))

Le probléme il faut déterminer (s'ils existent) A;et A1, dans R pour que F soit dérivable en 1 et que :
FF()=f1)=3.

OnaF(1)=2+1

d’autre par pour que f soit dérivable en 1, il faut qu’elle soit continue en 1, ce qui implique

lir{1+F(x) = lir{l_F(x) = F(1) on en déduit que 2 + A; = A, d’autre part
x> x>

. F(x)-FQ1 . x24x+A—2-1
lim £0O7FQ) gy XAt 2274
x->1t  x-1 x-1* x-1

x24x-2

x—1t x-1

= lim &2 = 3= pi(1)

x-1t x—1

— 2_ —2—
lim F(x)-F(1) — lim xe—x+A,—2-14

x->1- x-1 x-1" x-1
2
. X“—x—2+A,—21
= lim T (3, =2 4+ 4y)
x—1 x—1
2
X“—x—2+2+11—-A
= lim ——~=——~"~"1 71
x-1" x—1
. x%2—x
= lim
x-1" x—1



Fonctions primitives
. ox(x-1
= lim xa1) _
x-1- x—-1

A.KARMIM

1=F,'(1)
Donc pour tous réels Aet A, ; Fg(1) =3 #1=F;/(1)
D’ou F n’existe pas et par suite f n’admet pas de primitive sur R

Propriété :

Si f admet une fonction primitive sur I et x, € I ; alors il existe une unique fonction F; fonction primitive de f
telle que Fy(xg) = yo ol y, un réel quelconque.

Exercice :

Déterminer la fonction primitive de la fonction f(x) = 2x? + x + 1 et qui s’annule en 3

Propriété :

Si F est une fonction primitive de la fonction f sur I'intervalle I et G une fonction primitive de la fonction g sur
I'intervalle I et a un réel alors :

e (F + G) est une fonction primitive de la fonction (f + g)sur [
e (aF) est une fonction primitive de la fonction (af) sur [

Remarque :

Ce sont les seules opérations sur les fonctions primitives.

3) Tableau des fonctions primitives usuelles.

La fonction Sa fonction primitive Intervalles
a (x eR) ax +c¢ R
xn (nEN) an*’l_{_c R
n+1
Vx §\/x3 +c R*
Yx o Rfen+1 Rt
n+1
x" (reQ/{-1} — x4 ¢ R**
r+1
sin(ax + b) %Cos(ax +b)+c R
cos(ax + b) %sin(ax +b)+c R
. a X arctan(x) +c R
1+x

4) Opérations sur les fonctions primitives.

Les seules opérations sur les fonctions primitives sont : la somme et le produit par un réel. Mais grace au tableau des

opérations sur les fonctions dérivées on peut en déduire :

La fonction Sa fonction primitive
u +v u+v+Ct
au’ au + Ct®
u'u™ (n € N) 1 ntl 4 cte
n+1
ur -1
g Pl
ur
Vo Vu + Cte
U,IW (n € N*) % n,¢un+1 + Cte
"u” — 1 r+1 t
uu (r = Q/{ 1}) mur +C** Cette ligne est une généralisation des 4 lignes précédentes
u' X v'ou vou + C*®
;‘_' arctan(u) + C
u2+1
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5) Application :

© Déterminons une fonction primitive de f(x) = 7x33x2 +5

On doit remarquer que la fonction u(x) = 3x? + 5 donc u’(x) = 6x
et par suite fx) = 2 X 6x X V2x2 +5

= %(3362 +5)' xV2x2+5  (Cestde laforme: u'Yu (n = 3))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent de la forme : F(x) = 2 % (Bx2+5*+C = g (Bx2+5)*+C
4x+1

(2x2+x)%

@®Déterminons une fonction primitive de g(x) =

On doit remarquer que la fonction u(x) = 2x? + x doncu’(x) = 4x + 1

o _ (@x%+x)
Et par suite : glx) = ErEEeT
=(2x%2+x) x (2x*+x)™* (Cestdelaforme:u'u" (r = —4))
. L o X 1 2 —441 _ 1
Donc les fonctions primitives de g s’écrivent de la forme : G(x) = e (2x* +x) +C = saeis T C

© Déterminons une fonction primitive de h(x) = 7x cos(mx? + 3)
On pose u(x) = mx? + 3 donc u'(x) = 2mx et par suite :
h(x) = 7x cos(nx? + 3)

= % x 2mx X cos(mx? + 3)
= % (mx? + 3)' X cos(mx? + 3) (Cestde laforme:u’ X vou)

Donc les fonctions primitives de h s’écrivent de la forme : H(x) = % sin(mx?+3)+C

Malheureusement ce n’est pas toujours aussi "directe" ; Par fois il faut faire d’autres calcules.

2

@® Déterminons une fonction primitive de h(x) = Tizrra

A remarquer que h(x) = ce que nous laisse a penser a la fonction arctan

2
(x+1)2+3
2
(x+1)2+3

h(x) =

2
- 3[5(x+1)2+1]

G

(Fe+5)

5 RIS

=5 X f—f (C’est de la forme : u:—;l
(\/_x+\/_) +1

)

Donc les fonctions primitives de la fonction h sont les fonctions : H(x) = TArctan (\/_ j_) +C

4
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e , . a N . .. .
On peut utiliser cette méthode pour toutes les fonctions de la formes —Zrpere OV le discriminant A est strictement
négatif.
Exercice : Déterminer les fonctions primitives des fonctions u(x) = ey

Remarque :

v" Sile discriminant A est strictement positif, il faut factoriser ax? + bx + c et on va faire appel a d’autre
fonctions qu’on va voir par la suite.

. . .. ops ur . . ; . . e el
v" Sile discriminant A est nul : on utilise la forme -z comme application : Déterminer les fonctions primitives de la
6

fonction f(X) = m

Exercices :

Déterminer les fonctions primitives des fonctions :

x%+5

LSO =
sinx
2. g = 3 2+cosx
3. k(x) = tan®x
e 1 2
4. u(x) =cos*x (utiliser: cos?x = 252X
2

5. v(x) =sin3x ( Remarquer que : sin® x = sinx sin’x)

Il) THEOREME DE ROLLE ; THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS (T.A.F)
1) Approche :

Activité 1 :
La courbe ci-contre est la courbe de la fonctions : f(x) = —x? —x + 3

1- Vérifier que f(—=2) = f(1).

2- Trouver le réel c dans | — 2,1 tel que f'(c) = 0 W IEIE
3- Interpréter géométriguement résultat.
Activité 2 :

La courbe ci-contre est la courbe de la fonction g(x) = x3 —4x2 + 3x + 1

1- vérifier que : g(0) = g(3).
2- Déterminer les réels c; et ¢, dans ]0,3[ tels que g'(c;) = g'(c,) =0
i 0 ¥ 2 :
3- Interpréter géométriquement résultat. \/
Activité 3 : f

Dans la courbe ci-contre ona f(0) = f(4) b
Quelle est la valeur logique de I'assertion :(3c €]0,4))(f'(c) = 0)? 3
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2) Le théoréme :
Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que : f(a) = f(b). Alors il existe un réel

¢ €la,b[telque: f'(c) =0.

Preuve :

Puisque f est continue alors ils existent m et M dans R tels que :f ([a, b]) = [m, M], oum = g%ir})]f(x) et
x€[a,

M = max_f(x).

x€[a,b]

e Sim = M alors f est constante sur [a, b] d’ou (Vx €]a, b[)(f'(x) = 0)
e Sim=+# M (alorsm < M)onaalors f(a) >mou f(a) < M.

o Sim < f(a) alors : il existe c dans ]a, b[ tel que : f(c) = m Aa)= A
(vx €la ) (f(x) —fl&) _fx)—m < O>
x—c x—c
. fO)=fl0) _
et donc ler?—T =fy(c) <0

D’autre part :
(Vx €]c, b)) <

et donc xlgg% =fy(c)=0

X—C X —C

f(x)—f(C):f(x)—mZO)

figure 1

et puisque f est dérivable en c alors f;(c) = f;(c) =0

o Sif(a) <M méme démonstration.
Remarque : 7""{
e IIny a pas, a priori, unicité du point c tel que f'(¢) = 0. figurel "
2 -1 1] 1
e Lafonction x = V1 — x? sur [—1, 1] nous donne un exemple de situation
figure 2 )
ou f n’est pas dérivable au bord. figure 2
1
e Le théoréme n’est plus vrai si f n’est pas dérivable sur Ja, b[ tout entier comme le s
montre 'exemple de la fonction f définie par f (x) = |x|sur[-1,1] figure3
figure3 _,

3) Applications du théoreme
Exercice1:

Soit P la fonction polyndmiale définie par : P(x) = 3x* — 11x3 + 12x? — 4x + 2.
Montrer que P’ s’annule au moins une fois sur |0, 1]

Exercice 2 :

sinx+cosx

Soit f : R — R lafonction définie par: f(x) = oo

Montrer que, pour tout a € R, la fonctions f' s’annule au moins une fois sur l'intervalle Ja,a + 27].
Exercice 3 :

Considérons une fonction f continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1] telle que f(0) — f(1) = —1.
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Montrer en utilisant le théoréme de Rolle (3¢ €]0,1]) (f EC) = (c2i1)2)

o 1O __* _
Indication : — (c2+1)2 & f'(c) (c2+1)2 =

Considérer g(x) = f'(x) — déterminer une fonction G fonction primitive de g et appliquer Rolle sur G.

( 2+1)2
Exercice 4 : Détermination d’une limite.

Considérons les deux fonctions : u(t) = Arctan(t) —tet wv(t) = t? et soit x € R*

u(x) U]

v(x) i)

1- Montrer qu’il existe ¢ compris entre 0 et x tel que :

P . . Arctan(t)-t
2- En déduire la limite : lim ————
x—0 t

YO s u(x).v' () — v(x).u'(£) = 0

L eno o U(X)
Indication : o 7o)

a = inf(x, 0)

Considérer la fonction : g(t) = u(x).v(t) — v(x).u(t) sur[a, b] ou {b — sup(x, 0)

Exercice 5 : Convergence d’une suite :

Soit la suite (u,,),, définie par: (Vn € N*) (un = ﬁ Q=1\/§),

1- En utilisant le T.A.F sur la fonction f(x) = x+/x sur les intervalles [k, k + 1] ; montrer que :
1 _2 2 1
<t < -

(u” n—3 3n/n_ Un nx/r_l)'

2- En déduire que (u,), est convergente et déterminer sa limite.

4) Inégalité des accroissements finies |.A.F :
Théoréme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f est dérivable sur I et (Vx € I)(|f'(x)| < k (ou k € R**)

V() € 2)f () — fOI < klx — y])

Preuve :

Soient x et y deux éléments de [

Six #y

On a f est continue sur l'intervalle fermé de borne x et y et dérivable sur I'ouvert de borne x et y.

Donc, et d’apreés le T. A.F, il existe ¢ compris entre x et y tel que : f(x) — f(y) = f'(c)(x — y) et puisque c € |
alors :|f'(c)| < k ; donc:

lfC) = fFM =1f"Ollx =yl < klx -yl

Si x = y l'inégalité est vraie.

D’ou la preuve du théoreme.

Exercice

En utilisant le I.A.F, montrer que (Vx € R)(|sinx| < |x|
Applique le I.LA.F sur l'intervalle de borne 0 et

Applique le I.LA.F sur l'intervalle de borne O et .





