Fonctions logarithmiques A.KARMIM

FONCTIONS LOGARITHMIQUES

/) LA FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE

1) Existence :
Activité :

Le but de cette activité est de montrer I'existence d’une fonction f non nulle telle que :

5 f estdérivable sur ]0, +oo[ (1)
® {(v(x. Y) € RD(F(x.y) = f0) +f3))(2)

1- Déterminons f (1) :
D’aprés (2) on prenant x = y = 1 on obtient: f(1) = 2f(1) donc f(1) = 0.
2- Déterminons I'existence d’un réel k tel que : (Vx €]0, +[) (f’(x) = %)
Pour tous x et y dans ]0, +oo[ on pose :
9x) =f(xy)ethy(y) = f(x) + f(y);ona: gy, et hy, sont dérivable sur]0,+oo[ et :
(Vy €]0,+o[)(g9x () = xf"(xy) ethy(y) = f'(¥)) (f(x) es une constante pour y)
et puis que : (Vy €]0,+[)(gx(y) = hy(y)) alors:
(v(x,) € R)(xf"(xy) = £(») pour y = Lontrouve : (¥x €]0, +eo) (f'(x) = X&)
Donc la fonction qui vérifie la condition (X) est la fonction primitive de la fonction % et quis’annuleen1
Inversement :
Considérons la fonction primitive de x +— S sur ]0, +oo[ et qui s’annule en 1 ; montrons que f vérifie (¥)
On a: f est dérivable ]0, +oo[ (Définition de la fonction primitive)
Considérons les fonctions : u,, (x) = f(xy) et v, (x) = f(x) + f(¥) onau, etw, sontdérivable sur ]0, +oof :
Vx > 0;Vy > 0:uy(x) = yf'(xy) etvy(x) = f'(x) etona:
w(x) = yf () =y x £ === f'(x) = vy (x) donc:
Vx > 0;Vy >0 v,(x) =u,(x) +¢
Pourx =y = 1onaura:v(1) = u(1) + c et puisque u(1) = v(1) alorsc = 0. d’ou :

Vx > 0;Vy >0 vy (x) = u,(x) ca-direVx > 0;Vy > 0ona: f(xy) = f(x) + f ().

Propriété :

Les fonctions non nulles qui vérifient (Z) sont les fonctions primitive de la fonction x —sur 10, +oo[ et qui

s’annulent en 1.

2) Fonction logarithme Népérienne
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Définition :

La fonction logarithme népérienne est la fonction primitive de la fonction x = ~sur 10, +oo[ et

qui s’annule en 1 ; on la note par In.

Conséquences immédiates :

o [n est définie sur |0, +oo[

o f(x) = In(u(x)) est définie si et seulement si u(x) > 0

e n(1)=0

e [n est dérivable sur |0, +oo[ et (x €]0, +oo[) (ln’(x) = %)

Monotonie :
Ona: (x €]0,+o[) (ln’(x) = % > 0) donc la fonction In est strictement croissante sur |0, +oo[

e ln(a)=In(b) a=>»
e ln(a)<in(by=ac<h

Applications :

Résoudre dans R:

O L'équation : In(x? — 1) = In(2 — x)
@® 'inéquation : In(x? — 1) < In(2 — x).

La propriété caractéristique :

(Vx> 0;Vy > 0)(In(x X y) = In(x) + In(y))

Régles de calculs :

o (Vx> 0)(in (1) = - n(x))
e (Vx>0;Vy>0) (ln (;C—/) = In(x) — ln(y))
o (Vx>0;vVr € Q(In(x") =rin(x))

Preuve :(En exercice)
Exercice : On pose @ = In(2) et § = In(3)

324

Calculer en fonction de « et 8 les réels suivants: a = V32; b= o8

D’apreés la définition de la fonction In on peut conclure que :
In est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur ]0, +-oo[

v Déterminons lim Inx.
x—+coo

Soit A un réel strictement positif. Comme la fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[ et que In (1) = 0
alors : In (2) est un réel strictement positif.

. . A . . -,
Par conséquent, le quotient : —estun réel strictement positif.

On appelle n le plus petit entier naturel tel que : n > lniz (il suffit de prendren = E (zniz) +1)
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On multiplie par In 2 qui est positifonaura:nln2 > A < In(2") = A

Comme In est une fonction croissante, alors pour tout x tel que x = 2™ nous avons : Inx > [n2™" > A

Donc (VA>0)(3B>0)(x =B =>Inx>A):(B=m2"ou=E (%) + 1) Donc:

lim Inx =+
X—>+0o0

v’ Déterminons lim Inx.
x—0*t

1 1
Ona: Onposet=;ona:x=;etx—>0+<:)t—>+00donc:

. . 1 . . .
lim Inx = lim In (—) = lim — Int = —oo finalement:| lim Inx = —
x—-0t t—+o00 t—>+o0 x—07t

La droite (A): x = 0 est une asymptote verticale a la courbe Cp,

v Déterminons lim ¥
x>+ X
Exercice :
1- En utilisant le T.A.F de la fonction In sur 'intervalle [1,v/x] ; montrer que : 0 < me < @
- .1
2- En déduire que : lim -0
xX—>+o0 X
- Inx
lim — =0
X—>+o0o X

La courbe C};,, admet une branche parabolique vers |’axe des abscisses au voisinage de +o
v Le nombre e :

La fonction [n est continue strictement croissante sur ]0, +oo[ et [n(]0, +oo[) = R, donc le réel 1 a un antécédent
noté e (le nombre népérien) In(e) =1

v’ La courbe C},, a une tangenteen A(1,0) (T):y=x—1

]

L
Il |

In'x ! Lo+

Inx

-3

=i

3) Dérivée de la fonction x — In(u(x))
D’apres le théoreme de la dérivée de la composition de deux fonctions on peut citer le théoreme suivant :
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Théoréme :

Si u est une fonction dérivable sur I et strictement positive sur I alors la fonction f(x) = In(u(x)) est
dérivable sur I et (Vx € I) (f (x) = w(x))

u(x)

Exercice :

X“+2x— 3)

Déterminer le domaine de dérivation et la dérivée de la fonction: f(x) = In (1+\/x2_

Corolaire :

Si u est une fonction dérivable sur I et ne s’annule pas sur I alors la fonction f(x) = In(Ju(x)|) est dérivable
surl et (Vx €1) (f (x) = w(x))

u(x)

Preuve : (en exercice)

Etudier deux cas u(x) > Osurletu(x) < Osurl.

Propriété :

Si u est une fonction dérivable sur I et ne s’annule pas sur I alors les fonctions primitives de la fonction

% sont les fonctions F(x) = In(Ju(x)|) + Ct®

Applications :

Déterminer les fonctions primitives des fonctions suivantes :

7x+3
F) =55
glx) = (Essayer d’écrire g(x) = m += ou a et b des réels a déterminer).
7
h(x) T 2x24x-3
k(x) = tanx
1
u(x) = @
x3+2x%2-3x+2
v(x) = — =
t( ) = sin2x
4) Limites référentielles :
Propriété :
®li%1+lnx=—oo @ 1ir_|1_’1 Inx = +o0 ©) 11r+n :—n—O(ounEN)
X—> X—+00 X—>+00
@ lim x™ Inx = 0 (oun € N¥) ® lim 2% =1 ® lim 2D _ 4
x—07t x—>1x 1 x—0 x
Preuves :
©) hrp xl = 11+ xnl T (l%x) =0 (car 11111 (lnTX) =0 voir exercice précédent)
X—+00 X—>+00 X—>+00

@onposet=§ x->0tet-> 4o

lim x™ lnx = lim —ln()— lim —2t —
e\t

x—-0t t—>+o0 to+oo tT
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. . L 1 . Inx—In1 1
® La fonction In étant dérivable en 1 alors : lim — = lim ——— = In(1) =1 (In'(x) = = pour tout x > 0)
x-1x-1 x-1 Xx-1 X

® Onpose:t =x+ 1etonapplique®.
Exercices :

Déterminer les limites suivantes :
In(1-x2)

In(2x2+x+1) In(2x2-5x+3)

° ;lcl_r}}) 3x2+x e ,lcl_% In(5x+1) © ,lclf}} In(5x-9)
. In(x+4) . 2 _ _ . 35

(4] xll}rzl3 G2 13x12) (5] xll)r{gr(l}x 2x —2)In(1 —x) (6] J}ggl)r \/x_ln(x ++x)
. 2 1 6 4 . In(Bx*+x+1) . mia?

(7] xl_lﬂloo In(2x* + x) . In(x® + 3x%) (3361_1>£LnOo T Qxl_l)rpoo T

/1) FONCTIONS LOGARITHMIQUES DE BASE a
1) Définition

Définition :

Soit a un réel non nul et différents de 1. La fonction notée par Log, définie sur ]0, 4+oo[ par:

(Vx €]0, +oo|) (Loga (x) = Z:—z) S’appelle : la fonction logarithmique de base a

Exemple :

Inx
Pour:a = eonaura:Log.(x) = == Inx

2) Propriétés et régles de calcul :
Propriété caractéristique

Toutes les propriétés de calcul qu’on a vu concernant la fonction In restent valables pour la fonction Log,,.

o (Vx> 0)(Vy > 0)(Loge(xy) = Loga(x) + Loga(y))
e (Vx>0) (Loga G) = —Loga(x))

e (Vx> 0)(vy>0) (Loga (3) = LogaCo) - Logam)

e (Vx> 0)(Vr € Q)(Loga(x") =rLoga(x)

Pour démontrer les propriétés précédentes il suffit d’utiliser la définition de la fonction Log,, et les propriétés de la
fonction In

Propriétés :

e lafonction Log, est une bijection de ]0, +oo[ vers R

o (Vx> 0)(Vy > 0)(Loga(x) = Loga(y) = x = y)
o (Vx>0)(VreQ)(Log,(x) =re=x=a")

Propriété :

La fonction Log, est continue dérivable sur ]0, +oo[ et (Vx €]0, +0[) (Log{l(x) =1 )

x lna

Preuve : (En exercice)
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Etude et représentation de Log,

Soit a un réel strictement positif et différent de 1 :

e Lafonction Log, est définie sur ]0, +oo.

e Lafonction Log, est continue et dérivable sur ]0, +oo[ et : (Vx €]0, +o0[) (Log(’l(x) =

1
x lna

Log, dépend du signe de lna, ce qui nous ameéne a discuter deux cas : lna > 0 ; lna < 0

—) donc le signe de

Sia €]0,1] alors lna <0
Et donc: (Vx €]0, +o[) (Log(’l(x) =—< 0).

x lna

X 0 a 1 +oo
Logy (x) - -

Loga(x) \
0

Courbe de la Eo)nction Log 1
2

Sia €]1,+oo[ alors Ina >0

Et donc : (Vx €]0, +[) (Log&(x) =

1
x lna

X 0 1
Logg(x) :

Loga(x)

Courbe de la fonft'bon Log s
2

3) Cas particulier a = 10 ; logarithme décimal :
Définition :

Inx
(Vx €]0,+]) (logx =

lnlO)

La fonction logarithmique de base 10 s’appelle la fonction logarithmique décimal et se note par log

Propriétés :

e log(10) =1

o (Vx>0)(Vre Q)(log(x) =r = x=10")
o (VreQ(og(10™) =r

o log(x)>rex>10"

o loglx)<re0<x<10"

4) Applications
Exercice 1:

1. Résoudre dans R I'équation Log,(x + 1) = L0g,4+1(x)

2. Résoudre dans R I'inéquation : Log,(x) > Log,(2)
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Exercice 4 : Considérons la fonction f définie par: f(x) = V1 —1Inx

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f

Résoudre I'équation f(x) = 1

Résoudre I'inéquation f(x) < 1

Etudier la dérivabilité de la fonction f a gauche de e

Etudier les variations de f et en deduire que f est une bijection de Dy vers un intervalle J.
Construire dans le méme repere Cr et Cy-1.

o uhkwnNneE

Exercice 5 : Considérons la fonction g définie par : g(x) = xIn (1 + )1—6)

[y

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction g

a)Montrer que la fonction g admet un prolongement par continuité en 0 noté g

b) Etudier la dérivabilité de g en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
Déterminer les limites de la fonction g en +00 et en -1 a gauche.

Déterminer la fonction dérivée de la fonction g puis dresser le tableau de variation de g
Etudier les branches infinies de la courbe Cj.

Construire la courbe Cg

N

o u kW





