CALCULS INTEGRALES : Exercices d’applications et de réflexions avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

2BAC SM

CALCULS INTEGRALES: Exercices avec solutions

Exercice1 :Calculer les intégrales suivantes :

1) 1=['3edr 2) 3= (2x+3)d

3) K:f%dt 4) L= *cos(20)d0

Solution :1)la fonctionz — 3z est continue sur [2;4]

Une primitive sur [2;4]est: z — ng

§><42—%><22 -18

4 3 24
DonC:I:JZ3xd:p:[Em } :2
2

2)3 = (2x+3)dx = x* +3x] (1+3)-(0)=4

=lne’—lne=2-1=1

1. (7)) 1. 1
==sin| — |[-=sin0==
2 2) 2 2

Exercice2 :Calculer les intégrales suivantes :

1) 1= [ (2x-1)dx 2) 1, = [ (x* -4x +2)de

3) k=[" fdtz[lntf

4) L= j cos(260)d6 = { sm(ze)]:

3= —dx a)1,=["etdt
5 1,=["tedt 61, [ I’ x4

=1

9)| jh‘lX

X 8, _jl'n"jz +§de

10) |, - fﬂdx

2x% +3x—-4
1 z
11) 1, = jo J2x+ldx 12) 1, = [z cos xsin® xdx

T

dx 14) 1, =L5(2—cos3x)dx

2 3
130, = Il (3x—4)5

" (1 1
15) ;s = |/ cos” xdx 16) 1, ZIO[(XA)Z +2x+1JdX
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eln® x

17) 1,y = [ T 18) I, = [ (x~1)e" ™V dx

1

2 z
19) |19 = J.l mdx 20) |20 =J.O4(tan X)2 dx

g_
J-BSZE 41’+2dx

21) Iy = |,

H
Solution :1 ’ S
u )1, = [T (2x-1)dx = 2= =X =[x —x]
0

l,=(2*-2)—-(0*-0)=4-2=2

1
l, = fl(x“ - 45 +2)dx :Ex5 —jx“ +2x} =Ex5 ~Ixt +2x}
1

l, = EXS -1 +2x}1_1 = [;15 -1 +2j [;(—1)5 (-1 —2)

l, = 1—1+2 - —1—1—2 :}_1+2+1+1+2:§+4:£
5 5 5 5 5 5

3) |3:jzizdx{_l}z:(_EJ_(_EJZ_EHZE
X X} 2 1 2 2

In2
"2 g (2] ot 1 ot Lone 1 20
A1, = "edt= E(2t) dt = {2 L - e e

1

-1

l, L L 1yl p 13
2 2 2 2 2 2

Jin2 2 2
1 2 1 —{«In2 1 2 1 —{«In2 1
=|-3et | et der o2t
0 2
1 ,, 1 11 1 11 1 1
lg=—Ce " +-=—F"—o+_-=—"x_+t_=-—
2 2 2¢e 2 2 2 2 4

=




2

o ey ] [y Lot

5+ T4 4

eln® x el e )
6) IG:_[lex:L;xln xdx = [ In"x>x In? xdx

I, =| =——In**x| ==Ine-=In*1== B 4716 4 64 64 64
2+1 3 3 3

z
3

z 1.
RN 14) I14:J3(2—cos3x)dx:[2x——sm3x}
In2 e* In2(e +1) In2 0 3
7)| _-[0 e~ +1dx=j0 e +1 d [In }

; IM:[Z———sinﬂj—O:—ﬂ
e'”2+1—lne°+1=In3—In2=In3—ln2=ln(2j 33 3

15) 1, = J'OZ cos® xdx

0

I, =1In

’

8)| _ InseX e dx = In3@dx= Inle* '3 L4c0s2
j'"ze —e” b e’ —e” [ ]'"2 (ona: cos’a= : linearization) Donc:
|8:|n e|n3 In3 |n In2 —In2 In In |1
" 1+c052x 1.2
I cos? xdx = I e =—j4(1+c032x)dx
8 2
1 1 (8 3 3 16 :
Il =In]3—=|-In)2-=|=1 (j—ln(]:m = :In(j il n
: 3 2 2 3 9 I15:1'[4(1+c052x)dx:1{x+lsin2x}4 :E[ﬂ+1sin£j
2 270 2 2 o 2\4 2 2
e 2
9) I —J.ellnxdx—je(lnx)'(lnx)ldx— i(Inx)1+l I“’:&
° iy ! 141 )
1 1 i (x+1)  1(2x+2)
el 1 1 16) 1, = ; dx = i d
Ig :J‘l;ln XdX:E(InE)Z—E(Inl)Z 16 v[O (X-I—l)z 2x+1 J.O (X+1)2 2 2x+1
el 1 1 1
° L x TS 2 :{—i+1ln2x+l} :—1+£In\3\+1——ln\l\ 1+1In3
’ x+1 s 2 2
| —r 2x+3 dx—2_[3(xz+3x_4) dx—Z[\/x2+3x 4}3
10 — - - -
T E3x-4 X 434 C i, =] cIn’x _[—xln xdx = [ In’ xxIn xdx

0 =2[\/x2 +3x—4}3 =2(\/ﬂ—\/§)
2 e
L IN:{LInS”x} P Y IS
[ oxeddx = [ (2041 (2x42)2 de=2| —(2x41)2" ' 2 * *
'11—I0 X +1 X_E.[o( x+1) (2x+1)2 dx = 11( X+1)2
~+
2

0 I]_g :J‘:(X_l)e(x1)2dX:'[:%((X_1 2) Xl dt—|:; (X 1) :l:
4, % 4,.% 4 3 4

:7(3)2—7(1)2:7 (3) —1 =— 3 (3)_1 _1 0 1 1_1 1 _1
3 3 3[(V ) ) 3( v ) =S¢ o= E(l—e)

T

z z , > 1
12) 1, :joz cos xsin® xdx:jo2 (sinx) sin® xdx :Bsin x3+1}2 19)1 J,Z 1 . J_2 % .
0 ® i x(1+Inx) 1 (1+Inx)
I, =Lsin*Z _Lsinto=t_o=1
! 2 4 4 4 . (L+Inx)
2 2(1l+1InX

, o= ————dx= d In[L+Inx

Iy = [ =3[ (3x-4) o= [ (3x-4) (x4 "o | ! x(L+Inx) I (L+Inx) [inft+In]

' (3x- 4)5
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lo =In[l+In2|—Infl+In1=In[l+In2|=In(1+In2)

20) 1,, = J'Oz(tan x)” dx = J.OZl+(tan x)” —1dx

I = IE((LL (tan x)* ) —1) dx =[tan x — x]O%

(P —tanZ-Z-1-%
4 4 4

9
_(e8z" 4 +2 el g 2
121—'[1Td$—'[1(8$ —4+;)d.’ﬂ
€
=§€9—4€+4—6
1 9 9

21) g
:[5379 —4x+21nx}

Formules importantes : cos(2a) =1—2sin’a

cos(2a)=cos’a—sin’a ; coga T2 ;2o 1-C0522

sin(2a) = 2sinaxcosa
Exercice3 : Calculer les intégrales suivantes :

1) 1 :I03|x—]4dx 2) J :Ji‘x(x+1)‘dx

Solution :1)ona x €[0,3]

x—1=0<x=1 on va étudier le signe de : x-1

r |—0 1 4o
r—1| — (:i +

la Relation de Chasles donne :

I :IO3|X—1|dx:I:|x—]4dx+fl3|x—1|dx

| = I:(l—x)dx+I13(x—1)dx
,{}{}(11“93)(11]5

2], 12 7 U 2) 2 2 ) 2

2) J =J‘i‘x(x+1)‘dx

X(x+1)=0<>x=00u x=-1
on va étudier le signe de : x(x+1)

a)si xe[-2,-1] alors : x(x+1)>0

donc : ‘x(x+1)‘ =x(x+1)
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b)si xe[-10] alors : x(x+1)<0

‘x(x+1)‘ =—x(x+1)
La Relation de Chasles donne :

J :J'_Oz‘x(x+1)‘dx:Jj‘x(x+1)‘dx+j_ol‘x(x+l)‘dx

J= j__:(x2+ x)dx+J._01(—x2—x)dx
SOARE
A

T /a
Exercice4 : on pose: | :jo“ cos’ xdx et J = jo“sin2 xdx

Calculer 1 +J et | -J etendéduire | et J
Solution :

T T T
1 +] = j04 cos? xdx+.[04 sin® xdx = jo“ (cos2 X +sin’ x)dx

|+J=j;1dx=[x]§=%—0=%

T T V3
|-J= j04 cos? xdx—J'O“sin2 xdx = jo“(cos2 X —sin® x)dx

N |~

| —J :jo“costdx:%[sin 2x]4 :%(Sin%—O]:

I+J= par sommation on trouve: 21 =%+%

1-J=

N |- .p‘:‘

T+2 L
donc: | = 5 et on replace dans dans la 1ére

+J =

4 : T+2 T

equatlon et on trouve: Z

Donc: J :Z_ﬂ'-i-z _ 2r—mw—2 :72'—2
4 8 8 8

Exercice5 : Calculer les intégrales suivantes :

e |X—2| L _ax
1)|_Lmdx 2)|_J‘0 2 —e*|dx
3) I:Ioz‘xz—x—z‘dx

3




Solution : 1) x—2=0<x=2
étude du signe de: x—2

ac —O 2 oo

_|_

a—2

-
-

T
1

La Relation de Chasles donne :

|x 2| 2 |x—2| y 3 |x—2|
J1( o) %= J°(x2_4x)2 X+'[2(x2—4x)2

J- (X 2) I3 X —2 dx

x — 4% 2 (x? —ax)’
) ( )

dx

1 2—(X2—4X), 1 3 ’
2k ey 2k

° (x 4x)

e b=l
21 x* —4x |, 2| x*—4x,

(x2 — 4x)

(x2 — 4x)2

dx

2) |=j(:”3 _

2-e>0=e <2< x<In2

In2
|=j
0

| = .folnz(Z—e")dx+f:23ex — 2dx
1 LN « n
B

:((zm2—2)+1)+((3—2'n3)—(2—2'”2))='”(%)

Exercice 6: Calculer I intégrale suivante :

1
I—IOX _4dx

2—e*

: 1 11 1
Solution : On remarque que : ——=— -
X' -4 4(x-2 x+2

donc:lz.[l 21 ax= [ 11 ox
0x* -4 04\ x-2 X+2

et la linéarité de I'intégrale donne :

1 1 dx 1

| ==
4dox—2"" 4
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1=ipt oy LY
490 x—-2 490 x+2

1 1
| = Z[In|x—2|]; —Z[In|x+2|]z

I :—lan—l(lnS—lnz):—llnS
4 4 4

11

T
Exercice7 :on pose : | = IOZ cos* xdx

1)montrer que : cos® x = %(cos 4 +4c0s2x +3)

vxeR (linéarisation de cos* x)

2)en déduire I intégrale |

ix —ix

Solution :1)on a : cosx = —-°— donc

2
ol o) e (e (e e (e (e
= %( e +4e%e ™ + 6e™e ™ + de"e M + o)

:%(eMX +e—4|x de 2ix +4e2ix +6)
:%<(e4ix +e—4ix)+4( 2|x 2|x)+6)

Or on sait que :

2cosx =e* +e ™t 2cosnx = e"™ + e "™

Donc : cos* @ = %((2cos4x) +4(2c0s2x) + 6)

Donc: cos’ x = %(cos4x+ 4c0s2x +3)

2) I = jfcos4 xdx = %J'O?(cos4x+ 4cos2x +3)dx

T

:1 1sin4x+4lsin2x+3x 2
8| 4 2 0
3z

:1 1sin27r+4lsin7r+3Z =——
8\ 4 2 2 16

I




Exercice8 :d’application Soitf: x >e™

Définie sur R.

Pour tout réel a>1, on s’intéresse a l'intégrale

F(a):j1 f (x)dx

1)Démontrer que pour tout réel x >1:
0<f(x)<e™

2) En déduire que pour tout réel a>1:

0<F(a)<e™.

Solution :1) Une exponentielle étant toujours

positive :0< f (x) pour tout réel x et donc en

particulier pour tout x >1. De plus, si x >1, alors

x < x*, c'est-a-dire —x>-x*et donc e™ > f (x) par

croissance de la fonction exponentielle.
On en déduit donc que pour tout réel x>1

0<f(x)<e™

2) A partir de I'inégalité obtenue, on utilise la

propriété précédente sur l'intervalle [1 ; a] et ainsi

La 0dx < La f (x)dx < jla e *dx
0<F(a)< [—e"‘]j Donc

O<F(a)<—e™*

ce qui démontre I'inégalité voulue.

Exercice9 :Montrer que : 1 <I= le—dx < 1
6 01+ X 3
Solution :on axe€[0,1] < 0<x<1
1 1
S 1<x+1<2 & -<—X1
X+1
2 2
Donc: = <X <y
2 1+Xx
1 2 1
Donc: | =—dx < dx < | x?dx
[ ocs ] ees]
3 h 3 *
Donc x slsx— Donc 1glﬁ1
6 |, 3 6 3
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+e*t<e’donc: 0<F(a)<e

1

Exercice10 :soit la suite numérique (u,, )définie
par: u, —dx vneN
01+ x"

1)Montrer que (u, )est croissante

2) Montrer que <u vneN

N |-

<1

11
dx — —ndx

Solution :1) u_, —u —Il !
T oyt 01+ X
1+x" —1 X"

G

On sait que : 03x£1 donc: 0<1-x

1+x

. Xn
Et on a: (1+x")(1+x”*1)20 car 0<x
Donc X 1_X)
( +x”)(1+x”+l)
Donc : X (l—x) x>0
°(1+x”)(l+x”*l) -
Donc: u,,, —u, =20 VneN

Donc: (u, )est croissante

%Sun <1 VneN

Ona: x6[0,1]<:>0§x£1<:>0$x”£1

2) Montrons que :

1
X" +1
1
x" +1

©1£X”+1£2<:>l£ <1

Donc: dx <

O'—,l—‘
N |

O'-—.I—\

dx < jldx
0

1
x" +1

1
(0]

dx <[x]

N|P

1
Donc: —[x](l) SI
0

1

Donc : Eéun <1 VneN

Exercicell :soit la suite numérique (u, )

dx VneN

. 1
définie par : u, :Ll
+

eX

1)Montrer que :

[&)]




vneN VXe[O;l] : 1e+egliex _87

. u
et lim (—;J
n—>+o\ @

Exercice12 :Calculer les intégrales suivantes :

2) En déduire: limu,

N—-+o0

A=t 2)B- j (1nx)

3)C= I:2xxlx2+1dx

"l
=[artant]2=artan1—artan0:£—0=Z
4 4
Inx e ' 3
2) B= J' 1(Inx) (Inx) dx
{(Inx)“ } (ne)* (In2)* 1
|4 | 4 4 4
1
1
3)C= I 2x/x2+1dx = I (x2+1)(x2+1)z dx
B
1
2 1+ NE)
- % ={g (X2+1)3} =2(2_1)=g
1L 3 .3 3
2

Exercice13 :Calculer I intégrale suivante :

Vi ) In2 M
1)1 :J'O xsin xdx 2) J :J'O xe*dx
3) K :L In xdx
Solution :1) | =I0”xsin xdx
Onpose : u'(x)=sinx et v(x)=x
Donc u(x)=-cosx etv'(x)=1
On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle [0;z] et u’ et v' sont continue sur [0; 7]

Donc : | =[- xcosx] j —cos xdx =[- xcosx] —[- smx] =z
2) J :_[On xe*dx

On pose : u'(x)=¢e* et v(x)=x
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Donc  u(x)=e* etVv/(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[0;In 2] et u' et v' sont continue sur

[0;In 2]

Donc: J =| xe’ ]'nz —I le*dx = In2e™? — [eX];nz
J=2In2—(e"* -1)=2In2—(2-1)=2In2-1
3) K :f Inxdx ona K = Leln xdx :jlelx In xdx

On pose : u'(x)=1 et v(x)=Inx

u(x)=x et v'(x)= %

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

Donc :

intervalle[1;e] et u' et v’ sont continue sur [1;e]

Donc: K = [xlnx jxx—dx_elne IXx—dX

K :e—J'leldx:e—[x]1 —e—-e+1=1

Exercice14 : En utilisant une intégration par
partie calculer :

lna:

2

1)1 = I ze®®dy

-] )

3) K = I;x&dx 4) L= J.;;a:z sin zdx

5 M = Ile(azlna:)dx 6) N = Lecos(lnx)dx

. 1 p
Solution :1) I = .[o ze?"dz la démarche est la

[}




1 e’ 1 e’
—-9lz3| =9
1 1

=323 nzx

Exercice15 : En utilisant une intégration par

partie calculer : J = J':(x —1)e *dx

K :Eln(u\/})dx

N:IZ X dx

M :L x(1-1Inx)dx e

T

R= foln xdx Q = J.OE 22 cos zdx

Exercicel6: On pose : |, :'[:\/x+3dx
vneN" | :I:x“\/x+3dx
1- a) Calculer I,

b) Calculer I en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (1) est décroissante.

3- a) En utilisant un encadrement adéquat,

3 2
montrer que : <I, <
n+1 n+1

b) En déduire la limite de la suite (I,)

Exercice17 : En utilisant une intégration par
changement de variable.
Calculer les intégrales suivantes :

3 dt
DI, =[——— onpose x=Alt
) ok P
n 3x 2Xx X
2) 'z:-[oI 2%dx onpose t=e*
31, = ez—dt on pose Xx=Int
? L’t 3+Int

T

4) |4:jozln(1+tanx)dx on pose x=%—t
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Solution : 1)I1:I3( at

NN

t=1=x=1

Ona: x=+/t donc:
{t=3:>x:\/§

dx 1 q dt

— = = dx=—
dt 2t 2t

dt

B2
-fl 1+x2

3 dt B2X
1 J.l (1+t)\/f Il (1+ XZ)X

I, =[2arctan x]j§ = 2arctan~/3 - 2arctan1= 2{—% =

3x 2Xx X
n2 e +e°" +3e
2) I,=["ELE x

dx onpose t=e
0 1+e*

x=0=t=1
Ona:t=e" donc:
X=ln2=>t=2

g—t =e" = dt =e*dxon en déduit que : %: dx
X

213 +12 + 3t dt

nz % + e + 3¢
I, = dx = —
? j j 1+t t

0 1+e* 1

2t +t+3 3
IZ:L 1+t° e O _L( +1+t2jdt

2

1 .
I, = [EtZ + 3arctan x} (Continuer les calculs)
1

Y P —
et 31 Int
Int)
Onal,= dt on pose x=Int
=l Bt P
Int:>dx—dt

t=e?=>x=-2

Ona: x=Int donc:
t=e=>x=1

e 1 1 1
l.=| ————dt=| ——dx
? L’z tv3+Int I—Z 3+ X

[N

onpose x=4t

z
6




On sait que: x — 2+/3+x est une primitive de :

X—>

donc: I, =[2\/3+ deonc t,=2

3+X

4) |4:J'01In(1+tanx)dx on pose x=%—t

On trouve :

I, = jgln(1+tan (%—t]j—dt = J'Ozln[lﬂan (%—tndt

T
tan~ —tant 1-tant

l+tant

On sait que : tan(”—tj=

1+tan Z tant

2
1+tant

Donc : 1+ tan (Z-t}:

Donc : I4:IZIn( jdt:jf(an—ln(lthant))dt

0 1+tant

Donc: I, = Ifln 2dt —_[OZ(In(1+tant)) dt

. :jozln 2dt -1, Donc:

21, =In2f+1dt = 21, :%In2:> I4:%In2

Exercice18 : (O;T;]) repére orthonormé avec

f(x)=x*

1)tracer Cr la courbe représentative de f

2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites : x =1
etx=2

Solution :1)

M = 2cm et Soit f définit par :

Cr

= N W A OO0 N O ©
R N SR TR T S T N—

3 2 1 o] 1 2 3
1 4

Integrale = 2.33

2) fest continue et Posmf sur2[1 3 on adonc:
A_Hf )dx = .Hx‘dx jxdx
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2
A:Fxs} :lng —le :ZxZme2cm:§czm
3" ], 3 3 3 3

Exercice19 : o,|, j) repere orthogonale avec
ﬂ 2cm et j _3cm
it f définit par : f (x)=x*—-2x

Dtracer Cf la courbe représentative de f
2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites :

x=1let x=3
Solution :1)
Ct |
5
ad
3
5]
I 1 0
-2 -1 2 3 4 5
-1 htegrale = 0.67

2) f est une fonction polynédme donc continue sur
[1; 3] donc:A= .[13‘ f (x)‘dx = mxz —2x‘dx

Etudions le signe de : x* —2xdans [1;3]
x*—2x=0 < x(x-2)=0 < x=00u x=2

22| +

A= Jf‘xz — 2x‘dx = Jf‘xz — 2x‘dx + Jj‘xz — 2x‘dx

A= Ilz—(xz —2x)dx+_“23(x2 —2x)dx

2 3 2 3
A:—[lxg—xz} +{1x3—x2} ={—1x3+x2} +{1x3—x2}
3 1 3 2 3 1 3 2

1 1

N P LNV LI U RV S
3 3 3

2 pagelig 2l g 16,1 27
3 3 3 3 3 3

A =2x2cmx3cm =12c’m
Exercice20 :(o;T; ]) repére orthonormé avec

M:Zcm et soit f définitpar: f(x)=1-¢"

Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,
'axe des abscisses et les droites :
=In2et x=1In4

100




Solution :il suffit de calculer : | =

V=[] Oolx = [

Onsaitque : In2<x<In4 donc: e"* <e* <e"*

Iln4
In2

f (x)‘dx

1—e*|dx

Donc: 2<e* <4 donce* >1 par suite: 1-e* <0

Donc:

T R O
e - (-

I :(4—2In2)—(2—|n2):4—2In2—2+|n2:2—In2

1—e*

Donc: A=(2-In2)x2cmx2cm=4(2—-In2)c’m
Exercice21 : (o;f;]) orthonormé avec”fH: 2cm

Soit f et g deux fonctions tels que:

—X

+e et g(x)=

calculer en ¢cm’S la surface du domaine limité par

1 (Cy) ; (C,) etles droites x=0et x=In2

Solution :il suffit de calculer :
I =L ‘f (x)—g(x)‘dx

n 2X
Bas

2e dx
41

dx = J'Olnz -

e" +1

—X —X

+€e " " —¢€

:J»Inz 2e “
0 e +1

e

T ef+1

Donc: | =

Donc :

| =2In

e'“2+ﬂ—2|n‘e°+q:2ln3—2ln2:2In§
2
3 3,
Donc : A:2In5x20mx20m:8lnzc m
Exercice22 : (o;T;]) repére orthonormé avec

Mzo.Scm et Soit f définit par: f (x)=x2—8x+12
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:|In2
0

et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

A3 f(3)
Calculer A la surface du domaine limité par :
(C,) etles droites : (D) et x=1et x=e

Solution : 'équation de la tangente a la courbe

(C,)au point A(3; f(3))est : y=f(3)+f'(3)(x-3)
f'(x)=2x-8 et f'(3)=-2 et f(3)=-3

(D):y=-2x+3

-5 -4 -3 -2 -1 3 4 5 7 8 x
Intexyale = 18
— 2
— 3
— a4

— 54

— o4
—1 O
—1 14
—1 24

il suffit de calculer :

Isz ‘dx j (x2—6x+9)dx = I(x+3)'(x+3

| =[(x+3)3 i

] =18 donc:
3 0

A=18x(0.5cm)2 = 4.5cm?

Exercice 23: (o;T;]) repére orthonormé avec

M =lcmet Soit f définit par: f (x)=x-1+ IHTX
Calculer A la surface du domaine limité par :
Cretlesdroites: y=x-1 et x=1et x=¢e
Exercice24 : (o;T;]) repére orthonormé

Soit f et g deux fonctions tels que: f (x)=e\& et

o(x) = e

limité par : (C,) ; (C,) et les droites x=0et x=1

Calculer A la surface du domaine

9

2dx



Solution :

Intégrale = -0.563436

S :I;‘f (x)-
S =J'Ol‘eﬁ—\/§e&

x)‘dx Ua

Jx! ‘dx

On saitque : 0<x<1 donc: 0<+/x <1 donc:

0<1-+/x donc: S == J':e\/;(l—\/;)dx

On utilisant deux intégration l'une par
changement de variable et I'autre par partie on
trouve :

= [, (1-xJox=|(8(+x |

“1)-2x)e }
)-2x)e” |
S=6-2e Ua

Exercice25 : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=

1) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
et vérifier qu’elle est strictement croissante.

2) Déterminer la surface S1 du domaine limité par
'axe (Ox) ; la courbe Cr et les droites:
x=0etx=1.

3) Déterminer la surface S2 du domaine limité par
la droite (A) y = x ; la courbe Cr et les droites:
x=0etx=1.

Exercice26 :(0;7;]; R) orthonormé avec”TH = 2cm

f(x)=\/§

xe* +x+1
e*+1

Soit la fonction f définie sur R* par :

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des
abscissesentrea=0 etbh=4
Solution :La rotation de la courbe Cr
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au tour de I'axe des abscisses entre a=0etb =4
engendre un solide :

I:Io4 dx I ( )dx 7Z'J.XdX

2
|:7Z'|:?:| =8r etona: 7

=

Donc le volume est : V =87 x8cm® = 64cm®

Exercice27 :(O;T;];R) orthonormé avecM _Z
Soit la fonction f définie sur R par :

f (x)=/x(e*~1) et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [0;1]

Solution :on calcul : _[ (e —1)d

I:J'O dxj (F)dx 77'[ e—dx

On utilise une intégration par partie :

On pose : u'(x)=e* -1 et v(x)=x

Donc: u(x)=e*—x et v'(x)=1

Donc : I:x(ex —1)dx = [x(eX - X)I) —J';l(eX - x)dx
2

1
Ex(ex —1)dx = e—l—{eX —X?}

0

J‘le(eX —1)dx:e—1—e+%+1:%

Donc : | =%7z par suite :
Vel Bom=4Zon
2 27 27

Exercice28: (O;T;];R) orthonormé avec‘ﬁ” =2cm
f(x)= JInx

Soit la fonction f définie sur R par :

et (C) la courbe de f




Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

Exercice29: (O;T;];R) orthonormé avec M =2cm
Soit la fonction f définit par :

f (x)=x+1-Inx et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré
par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

Exercice30:En utilisant les somme de Riemann

0 n
lim

calculer : 5
N—>-+o0 €= n + k

Solution : Pour cet exemple il faut faire
apparaitre les bornes (a et b) puis I'expression de
la fonction f:

Si on factorise par n a I'intérieur de la somme on
aura :

()

= n®+k? N4 (ka
1+ —
n

et d’apres cette expression on conclut que :

a=0eta=let f(x)=

1+ %2

On aura :

lim Z

n—+o0 k=1 n

= lim = Z

n—+0 N £ ( )
1+] —
n

J'l 1 dx
01+ x2

= lim = Z

n—-+o N £ [ j
1+ —
n

=[ar tan x]i) —artanl—artan0=2=

Exercice31:
En utilisant les somme de Riemann calculer :

1) lim Z—

2n-1

Nn—+oo

1
Z:\/n +kn
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3) lim

N—>+o0

Solution : 1)
3 1 1& 1 13
R
o

ni1+—

De I'expression on peut remarquer que :

a=letbh=2 et f(x)=1 et puisque f est
X

continue sur [1;2] alors :

imS Lt - Zldx:[ln(x)]lzzan—lnlzan

no+ot=in+k X
2) On pose (changement d’indice)

. =1
= k — n on obtient :
J J-Z(;j+2n

m+tk=n+j+n=2n+j)
Donc :

o 2

Fn+k noef= j+2n

1E 1

=lim=>» ————
n—+wo N JZ(;[J)_'_Z
n

De I'expression on peut remarquer que :

a=0et b=1et f(x):L
2+ X
2n—1

|im21:11

n—+o &= N + K 02+ X

Donc : dx

=[In(2+x)]. =In3-In2= '”Gj

e 1 im 1S X
lim > ——— = lim = 1+—

De I'expression on peut remarquer que :

a=letb=2 et g(x)= !

N

I 1
lim

Donc :
Nl \/n +kn

[ L o221




Exercices 32 :
1)Calculer les limites des sommes suivantes :

n-1 k n-1 k
S =) —— et S, =
e O T e

2) a) Calculer en utilisant une intégration par
. 1 2
partie joln(l+x ) dx

b) En déduire la limite de la suite :
14" 1

u, = _H(n2+ k2)n
Nz

(Introduire In dans I'expression de u,)

Exercice33: Déterminer la fonction primitive de la
fonction Inx qui s’annule en e.
Solution :La fonction primitive de la fonction Inx

qui s’annule en e est F(x) :jexlntdtOn va
procéder par une |.P.P

ona [e;x] Onpose: u'(t)=1 et v(t)=Int

Donc: u(t)=t etv'(t)=1/
On a u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle[e; x] et u’ et v’ sont continue sur [e; x]
Donc :

F(x):J':Intdt :[tlnt]: —thx%dt:xln x—e—fldt

F(x)=xInx—e—[t]. =xInx—e—x+e=xInx—x
La fonction primitive de la fonction Inx qui

s’annule en e est : F(x): xIn x—x

Exercice34: étudier la dérivabilité de la fonction

In x 2
F définit par : F(x) = ,[3 e dt sur R™ et

X

calculer F'(x) VxeR™
Solution :est dérivable sur R*

1 , . "
car Xx - —et x » Inx sont dérivables sur R**
X
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et la fonction f: t —e™ est Continue sur R soit ¢

une fonction primitive de f.

Fo) = [i e tdt=[p(t)]"

X

vxeR™  F'(x) = (pov)(x) - (pou)(x)

= v'(x) x @'(v(x)) — w'(x) x ¢'(u(x))
= v'(x) x f(v(x)) - u'(x) * f(u(x))

-(Inx) e ("0 _ [1) o)

X

1  _(nx)e
X

Exercice35: soit la fonction F définit par :
Fa = [ NVIrtdt vxe[-Lo
1)Etudier la dérivabilité de la fonction F

et calculer F'(x) Vxe[-1+o

2) calculer F(x) sans intégrale
Solution :

la fonction x — «/1+ x est continue sur [—1; +oo[
et la fonction: v:x — x2+2x est est dérivable sur
Ret V(R)=[-1+oq]
donc F est définie et dérivable sur R etona:

F(x) = V'(x) f (V(X)) = 2(x+1)[x+1]
2)F) = [ rtdt= [ (14t) (L+1)2 dt

2 3 X24+2X
=|—(1+t
{3( i )2}

0

X24+2X

:E(Ht)\/th}

0
_2 2
F(x) _E(X+1) |x+1
Exercice36: étudier les variations de la fonction
PP . - X t2 >
F définie sur R par : F(x) IO e’ (t2—4)dt
Solution : la fonction: t —e" (t2—4)est

Continue sur R donc Fest dérivable sur R

Fx)= € (X2 — 4) le signe de F’(x)est le signe

de x2—4 donc:




a)Sur [2;+of et |-o0;—2] F est croissante

b)Sur [-2;2] F est décroissante

Exercice37: soit h la fonction définie sur :
1
}—%;m[ par: h(x) =(1+2x)x si x=0
et h(0) =¢”
1)Montrer que h est Continue sur }_1;%{ et en
2
déduire que :

Hix— j:h(t)dt est dérivable sur}_l;w{
2

1 ex
2)calculer : lim = jo h(t)dt

1In(1+2x)

1
Solution :1) h(x) =(1+2x)x =e*

- . lIn(1+2x)
limh(x) =limex
x—0 x—0
In(1+2x
Ona Iimlln(1+2x)=lim2g=2
x=0 X x—0 2X

Donc : Iirrg h(x) = e* = h(0) donc h est Continue
Et puisque h est la composée de fonction sur

}_1;%{ continues
2

alors hest Continue sur }_1;%[
2
Donc: H:x— Joxh(t)dt est dérivable sur}_l;m{
2
2)on a: H'(x)=h(x)—h(0)

1 ,
'X'LF.‘;IO h(t)dt=H'(0)=¢?

Exercice38:Soit la fonction f définie sur |1, +«[
1

par (vt €0, +[ ) (f() = &™
1) Etudier les variations de f sur ]1, + [.
2) Considérons la fonction définie sur ]1, +« [

par: Fx) = [ £ (t)dt

a) Montrer que (Vx €]1, +~ [) :
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(f(x +1) < F(x) = f(x))
b) En déduire Xlimoo F(x)

3) a) Montrer que (vt €]0, +=[)(e' >t+1)
b) En déduire que : (Vvx>1): In
X+1 1

F(x)—1zjx Tt

4)a) Montrer que : (Vt €]0, +o[)(Int <t - 1)

b) En déduire que (Vx > 1)(F(x) - 12 |n(ilj

c) En déduire lim F(x)
X—>1"

5) Montrer que F est dérivable sur ]1, + [
et calculer F'(x) pour x > 1

6) Dresser le tableau de variation de la
Fonction F

7) Construire la courbe CF.

C’est en forgeant que I'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que l'on devient un mathématicien






