L’arithmétique A.KARMIM

L’ARITHMETIQUE

|) REPPEL
1) Divisibilité dans Z.

Définition :

Soient a et b deux entiers relatifs tels que b # 0 ; on dit que I'entier relatif b divise a s’il existe un entier relatif k
tel que a = kb ; on écrit : b|a.
On dit que a est divisible par b ou a est un multiple de b

Définition :

e Sib|m et b|n on dit que b est un diviseur commun de m et n
e Siblmetb'|m, on dit que m est un multiple communde b et b’

Propriété :
Etant donnés des entiers relatifs non nuls. On a les assertions suivantes :

alb _

® {50 =lal=Ibl
alb

@ {blc:a|c

alm . . .
3 {a||n = alam + fn ol a et f§ sont des entiers relatifs quelconques.

Application :
Soienta, =2n+1leth, =5n+4

1- Montrer que tout diviseur commun de a,, et b,, divise 3.
2- Déterminer tous les diviseurs communs de a,, et b,
Propriété :

dl|a
®{5|b = db|ab

@ alb & a™|b"

dl|a
®{d|a+b=>d|b

2) Division Euclidienne
Propriété :
Considérons a et b deux entiers relatifs tels que b # 0 ils existent un entiers relatif q et un entier naturel r
telsque:a=bq+rou0 <r <|b|
e L’entier a s’appelle : Le divisé
e L’entier b s’appelle : Le diviseur
e L’entier q s’appelle : Le quotient
e L’entier r s’appelle : Le reste

Exercice 1 :
Montrer que le reste de la division euclidienne de n? par 3 ne peut pas étre égale a 2.
Exercice 2 :
a) Montrer que tout nombre premier s’écrit de laformep =6n+loup = 6n+5
b) L'inverse est-il vraie ?

3) Les nombres premiers
Définitions

» Ondit que I'entier d est un diviseur effectif de 'entier relatif a sid|a et |d| # 1 et |d| # |a]
» On dit qu’un entier relatif non nul p est premier s’il est différent de 1 et s’il n’admet pas de diviseurs
effectifs.

Remarque :
e Un nombre premier p admet exactement deux diviseurs positifs 1 et |p].
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L’arithmétique A.KARMIM
e Sip est un nombre premier positif alors p n"admet pas de diviseurs effectifs de méme —p n’admet pas de
diviseurs effectif d’oli : —p est aussi premier ;
Pour I'étude des nombres premiers on se contente d’étudier les nombres premiers positifs.

Propriété :
Soit a un entier naturel non nul différent de 1 et non premier, le plus petit diviseur de a different de 1 est un
nombre premier
Propriété :
Soit n un entier naturel non nul, different de 1 et non premier, il existe un nombre premier p qui divise I'entier 1
et qui vérifie p? < n.
Remarque :
Cette propriété nous permet de déterminer si un nombre est premier ou non.
Corolaire :
|Si un entier n n’est divisible par aucun entier premier p et qui vérifie p?> < n alors n est premier.
Crible d’Eratosthéne. Les nombres premiers inferieurs a 100

1 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10
11(12|13|14|15|16|17|18|19| 20
21122(23(24|25(26(27(28|29| 30
31132|33|34(35|36(37|38|39| 40
41|42 (43|44 |45|46|47|48|49| 50
51|52|53|54|55|56(57|58|59| 60
61(62|63|64|65|66|67|68|69| 70
7172|7374 |75|76(77|78|79| 80
81[82|83|84(85|86(87|88|89| 90
91(92|93|94|95|96(97|98|99|100

Application : Montrer que le nombre 2003 est premier.
Théoréme :
| L’ensemble des nombres premiers est infini. |

4) Plus grand diviseurs commun

Définition :

On dit que le nombre d est le plus grand diviseur commun de deux entiers relatifs a et b lorsque d divise a et d
divise b et qu’il n’y a pas d’autre plus grands diviseurs de ces deux nombres. On noted = PGDC(a,b) =aAb

Propriétés :

e aAla=]al

e 1Aa=1

e (aAnb)Ac=aAn(bAc)

e SiblaalorsaAb = |b|
{Z:Z=>d|(a/\b)

e aAb=aA(a—-Db)

Exercice :
1- Montrer que tout diviseur commun de a = 2n + 3 et b = 5n + 1 est un diviseur de 13
2- Déterminer tous les diviseurs commun de a et b.
3- Déterminer les valeurs de n pour lesquelsa A b = 13.

Définition :

|On dit que deux entier relatifs a et b sont premiers entre euxsia A b = 1.

5) L’algorithme d’Euclide.

Théoréme :
Soit a un entier naturel et b un entier naturelnonnulona:a=bg+rou0<r <bona:aAb=>bAr
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L’algorithme d’Euclide.

Soient a et b deux entiers naturels (b # 0) ona:
a=bqy+r sir, #0alors:
b=r1q, +1, si r, # 0alors:
L =Tyq3 +13 si 13 # 0alors:

Tpp = Tmho1qn + 1y si 1, # 0alors:
Tn—1 = Tqqn+1 + Tne1 SiThe1 = 0 on arréte le processus.
Et d’aprés la propriété précédente: aAb =b AT =T ATy = =Ty 1 ATy, =Ty car 1 1|11
Propriété :
Soient a et b deux entier naturels non nuls.
Le plus grand diviseur commun de a et b est le dernier reste non nul dans les divisions euclidiennes successives.
Application :
1- Trouver le PGDC (362154 ,82350).
2- Déterminer tous les diviseurs commun de 362154 et 82350.
Propriété :
Soient a et b deux entier relatifs non nulset § = a A b, on a les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs
de §. On peut dire que : D, N Dy = Dypp

6) Le plus petit multiple commun.
Définition :
On dit que le nombre entier naturel m est le plus petit multiple commun de deux entiers relatifs a et b lorsque

m est un multiple de a et de b et qu’il n’y a pas d’autre plus petit multiple non nuls de ces deux nombres. On
note: m = PPCM(a,b) =aVb

Propriétés :

e aVa=]al

e aVb=bVa

e aVvl=|a|

e SiblaalorsaVvb = |a|

e av(bvc)=(avb)vc

e al(avb); bl(avb)et (aVb)|ab

Propriété :
Considérons a et b deux entiers relatifs.
SiaV b =metM un multiple commun de a et b alors m|M.

7) la congruence modulo n.
Définition :
Soient a et b deux entiers relatifs ; et n un entier naturel non nul. on dit que : a est congrue a b modulo n si
n|(b—a).Onécrit:a=b [n]
Propriéte :
|Si a =b [n]alorsaetb ontle méme reste de la division euclidienne sur n
Propriété fondamentale :
e (Va€Z)(a=a [n]) onditquelarelation de congruence est réflexive.
e (V(a,b) €Z*)(a=b [n] © b=a [n]),onditque larelation de congruence est symétrique.

 cwnoen (§20 0

S>a=c [n]), on dit que la relation de congruence est transitive.

Définition :
Puisque la relation est de congruence est réflexive, symétrique et transitive on dit que la relation de congruence
est une relation d’équivalence
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Propriété et définition :
Soit n un entier naturelnonnul.Sia =b [n]et c=d [n] alors;
e a+c=b+d [n];Onditquelarelation de congruence est compatible avec I'addition dans Z
e ac = bd [n]; Ondit que la relation de congruence est compatible avec la multiplication dans Z

Corolaire :
[Sia=b [n] alors pourtout k dans N ona: a¥ = b* [n] |
Applications
© Déterminer le reste de la division euclidienne de 45872918 par 9
@® Déterminer le reste de la division euclidienne de 25614312 par 13
© Montrer que pour tout n entier naturel : 321 4 27%2 est divisible par 7
O Montrer que pour tout n entier naturel, 5n3 + n est divisible par 6
© Montrer que si n n’est pas un multiple de 7, alors : n® — 1 est un multiple de 7
® Montrer que pour tout entier naturel, le nombre n(n?+ 5) est divisible par 6

8) Les classes d’équivalences.
Définition :
Soit n un entier naturel non nul. L'ensemble des entiers relatifs qui ont le méme reste r de la division
euclidienne par n s’appelle la classe d’équivalence de r et se note: ¥ our
r={meZ/m=r [n]}={nk+rouke€Z}

Définition :

Soit n un entier naturel non nul. On définit dans Z/nZ les deux lois :

e L’addition:Onpose: a+b =
e La multiplication : On pose : a

a+b
Xb=axbh

Exemple :
DansZ/6Z: 3x4=0 5+4=3
Exercice :

1- Dresser les tables des opérations de Z/7Z

2- Résoudre dans Z/7Z les équations :

a) 2x =1 b) 4x+1=x+3 c) 5x2+3x+1=0

9) Décomposition d’un entier en facteurs des nombres premiers
Théoréme :

e Chaque entier naturel m non nul s’écrit d’une fagon unique comme le produit des facteurs premiers

comme suite : m = p;t X py2 X Pp3® X . X Py = [[Re1 Pp*
e Chaque entier relatif m non nul s’écrit d’une fagon unique comme le produit des facteurs premiers
comme suite: m = ep;t X py? X Ps® X . X Py = e [[Roy pp¥ ol e € {—1,1}

Propriété 1:
Soit a un entier relatif dont la décomposition est de la forme : a = ¢ pfl X p;xz X pg3 X X pff” ; un entier d
non nul divise I'entier a si et seulement si d a une décomposition de la forme :

d=¢pl xpd? x p2* x ..xpi" ou (Vi€ [1,n])(0 < 6; < a;)

Soit a un entier relatif dont la décomposition est de laforme : a = ¢ pfl X pgz X pg3 X ...X py" et

d=¢ pfl X pfz X p§3 X ... X p;fn un diviseur de a le nombre des valeurs possibles de §; est a; + 1
On en déduit que :
Propriété 2:

Sia=¢ pfl X pgz X pg3 X ....X py™ est un entier, le nombre des diviseurs de a est :
2, + D(ay, +1) ... (a, + 1)

Application :

1- Décomposer le nombre 2975 en facteurs des nombres premiers
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2- Déterminer le nombre des diviseurs de 2975.

3- Déterminer tous les diviseurs positifs de 2975.
Propriété 3 :
Soit a un entier relatif dont la décomposition est de la forme : a = ¢ pfl X pgz X p?3 X ... X p,'f" ; un entier m

est un multiple de a si et seulementsi  m = &' pi* X p)? X p§® X .. x ph™ ou (Vi € [1,n] )(a; < w;)

Soienta = e[[p_ 1 p < et b = &' [}, p,f" deux entiers ; sid = €"[[}-; p,f" est un diviseur commun de a et b alors :
0< 61( < (24%

ke LD g Sy S P

On en déduit que le P.G.D.C (a, b) est I'entier § = []}-; p,f" ou (Vk € [1,n] )(8x = inf(ay, Br))

Propriété :

Sia=e[l}_1p; et b=¢Tlr, p,f" deux entiers alorsa A b = [[¢-; p,'cnf(a"’ﬁk)

Exercice :

1- Décomposer les nombres 362154 et 82350 en produit des facteurs premiers
2- Déterminer le P.G.C.D de 362154 et 82350

3- Déterminer tous les diviseurs communs de 362154 et 82350

Soienta = e[[p_ py<et b =¢ ]’[Llpf" deux entiers ; sim = &"[[}_; p* est un multiple commun de a et b alors :

g =< Hi
et
(ke [LaD {2 L
On en déduit que le P.P.C.M (a, b) est I'entier u = ]'[’,3=1p,’:" ou (Vk € [1,n] ) (i = sup(ay, fr))

Propriété :

Sia=¢e[l}1p,cet b=¢ H’,\}:lp,f" deux entiers alorsa Vb = ’,§=1p;uP(a"'ﬁ")

Propriété :

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls, on a les assertions suivantes :
e (aAnb)x(aVb)=|ab|
e caVch=c(aVvb)
e caAcb=c(aAb)

Exercice :
Sid|aetd|b alors:d|(a A b).

/) THEOREMES PRINCIPAUX.

1) Théoreme de Bézout :
Théoréme 1:

Soient a et b et des entiers relatifs non nuls :
a=ad
a/\b=d(=>3(a,,B)EZZ;{ b =pd
aAB=1

Preuve :
(=) OnsupposequeaAb =d
Onad|aetd|bdonc3(a,f) € Z? telque:a = ad et b = fd donc:

d=adApd
= |d|(a AB) etpuisqued € N*alorsa A =1
a=ad
(<) On suppose que 3(a, B) € Z?; { b=pfd Ona:
anf =1

aAb=adABd=|d|(aAB)=dcar(ld|=detanB =1)
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Théoréme 2 :

Soient a et b et des entiers relatifsnonnuls: aAb=d = 3(u,v) € Z%;d = au + bv

Preuve :
1-SialbalorsaAb = |b|
e sib>0alorsb=0a+1b
e sib<Oalorsh=0a+ (—1)b
2- Si b|a (méme raisonnement)
3-Onsupposequeb tatelque0 < b <a
d’aprés I'algorithme d’Euclide on a
a=bqy+ry sirg # 0alors:
b=r1yq;+1 si iy #0alors:
To =T1q, + 175 si 1, # 0alors:
Tpp = Tm_1qn + 1y si 1, # 0alors:
Tn—1 = Tqqn+1 + Tna1 SiThe1 = 0 on arréte le processus .

Et d’aprés la propriété précédente: aAb =b ATy =T ATy =+ =Ty 1 ATy, =T, Car 1 1|11
et0<r <1< -<n<r<b
On obtient :

o =a—bgy =uga+voboluy,=1letvy=—gq

1 =b—1yq1 =b—(a—bqo)q, = —aq, + b(1+ qoq1) =w,a+vb ouu; =—qqetv; = (1+qoqq)
On répéte le processus et a chaque fois on montre que : 1, = au, + bu, cette opération est valable pour tous les reste

7, en particulier pour le dernier reste 7;, qui est a A b donc : A(u,,, v,) € Z2 ;a Ab = au, + bv,.

Remarque
e Dansl'écriture 3(u,v) € Z2;a A b = au + bv le couple (u, v) n’est pas unique.
12A9=3 ona3=1x%x12+(-1)Xx9 et3=(-2)%x12+3 %9
e Llaréciproque du théoreme n’est pas vraie :
2X12+4+(—2)X9=6mais12A9=3+#6

Théoréme (Théoréme de Bézout)

Soient a et b et des entiers relatifsnonnuls: aAb=1< 3(u,v) €EZ?;1 =au+ bv

(=) Cest le théoréme précedent.
(<) On suppose que 1 = au + bv

dla donc {dh;;jl par suite d|lua + vb = 1doncd =1 (d € N¥)

Soitd:a/\bonaura:{dlb d|

etdoncaAb =1

Exemples :
o 5n+3)A(2n+ 1) =1car:2xGn+3)+(-5x2n+1)=1
e m+2)AM*+2n—1D=1lcarnx(n+2)+ (- xn?+2n-1)=1

Application :
O L' utilisation de I'algorithme d’Euclide pour déterminer les coefficients de Bezout

Montrons que : 360 A 84 = 12 et déterminons u et v dans Z tels que 360u + 84v = 12
ona:360 =23.32.5 et84 = 22.3.7 donc360A84=2%23=12

D’autre part :
360 = 84 x 4 +[24] > 24=[a—(bx4)

v

84=24><3+

24
b—(a—(bx4))x3=12
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24 =12%x2+4+0
Donc:—3a+ 13b =12

® Considérons dans Z? I'équation (E):  17x + 36y = 1 et détérminons une solution particuliére de (E).

Ona 17 A 36 = 1 donc d’apres le théoreme de Bézout ; il existe u et v tels que : 17u + 36v = 1 donc (E) admet une

solution.

On posea = 36eth = 17 on obtient :
a=2b+2
b=8x2+1

Donc:2=a—2beth=8x%x(a—2b)+1

D'ou:—8a + 17b = 1 donc le couple (—8,17) est une solution de I'équation (E).

2) Application du théoreme de Bézout :
Théoréme de Gauss

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls : {c

Preuve :

Ona:cAa = 1dapresle théoréme de Bézout : (3(u,v) € Z?)(au + vc = 1) d’ot bau + bvc = b
Et puis que c|ab alors ab = kc (oU k € Z) donc kcu + bvc = b d’oli c(ku + bv) = b et ku + bv € Z donc c|b.

Remarque :

La condition ¢ A b = 1dans le théoreme de Gauss est indispensable ; 6[4 X 3 mais6t3et6+t 4

Théoréme

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls : {

alcetb|c
aNb=1

= ab|c

Preuve :

Ona:alcetb|cdoncils existent k et h tels que: ¢ = ka = hb et puisquea Ab = 1 alors :

Aw,v) € Z*»)(au+vbh = 1)
Donc : (on multipliant par ¢) ¢ = cau + cvb
= hbau + kavb

= ab(hu + kv) et par suite ab|c

Remarque :

La condition ¢ A b = 1dans le théoréme précédent est indispensable ; 6|12 et 3|12 mais6 X 3 =18  12.

Propriétés :

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls :
O{Zﬁgfi@a/\bc=1 ® aAb=1=aAb"=1 ® aAb=1Sa"Ab™=1 (n€N)
Preuve :

(=) On suppose que {a Ab=1

donc : AW, v) € Z*)(au+vb = 1)
anc=1°"" (A(a,B) € Z*)(aa + fc = 1)

Par le produit on obtient : (au + vb)(aa + Bc) = 1; d’ou aprés développement on obtient :
a’ua + aufc + vhaa + vbfc = 1 et donc (aua + ufc + vha)a + (vB)bc = 1 donc et d’aprés Bézout a A bc = 1

(<) On suppose que a A bc = 1 donc (3(u,v) € Z?)(au + vhc = 1)
D'olau + (vb)c =1donc aAc=1etau+ (vc)b =1 doncanb =1
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(2]

(=) On suppose que a A b = 1 et on montre par récurrence que :a A b™ =1

e Pourn =1 la propriété est vraie.
e On suppose que la propriété est vraie pour n
e On montre qu’elle est vraie pourn + 1

n _—
Ona:{a/\b —1d0ncetd’apré500na:a/\bbn:1dloua/\bn+1:1
anb=1

DoncsiaAb = 1alorsa Ab™ = 1 pour tout n dans N*.

(<)
On suppose que a A b™ = 1 donc et d’prés le théoréme de Bézout (3(u,v) € Z?)(au + vh"™ = 1)
Donc: au + (vb™ )b = 1 donc (A(u/,v") € Z?)(au' + v'b = 1) et parsuitea A b = 1

© Est un résultat immédiat de @.

3) L’équation ax + by = ¢
Théoréme : (fondamental)
L’équation (E) : ax + by = ¢ admet une solution si et seulement si (a A b)|c

Preuve :
e Onsuppose que d = (aAb)|calors: (3k € Z)(c = kd) etona: (A(u,v) € Z*)(au + vb = d)
kd = k(anb) = (ku)a + (kv)b
C'est-a-dire : ¢ = (ku)a + (kv)b donc I'équation (E) admet (xg, yo) comme solution ou {;0 i i:j
0=

e Inversement: On suppose que : ax + by = ¢ admet une solution (xg,y,), donc:
(aADb)|a lors {(a A Db)|xya

axy + by, = ¢ puisque : {(a A B|b a (a A b)|yob donc (a Ab)|(axy + byy) = ¢ donc: (a Ab)|c.
Théoréeme :
Si le couple (xg, yy) est une solution de I'équation (E) : ax + by = c alors, 'ensemble des solutions de (E)

est:S:{(xo+%,yo—%)/ kEZ}

Démonstration :

Onpose:4 = {(xo +%,y0 —%)/ k€ Z} et on montre que {? Ej
e Montrons que A C S : il suffit de montrer que le couple (xo + %bb,yo - %) est solution de I'équation (E) :

Ona: a(xo+%)+b(yo—ﬂ)=Clxo+%%+b}’o—;Z

aAb anb
=axy+by,=c

kb ka : )
Donc le couple (xo T Yo~ m) (pour k € Z) est solution : d’'ou: A C S.

e Inversement : On suppose que le couple (x,y) € S
Donc (x,y) es solution de I'équation (E) d’ou ax + by = c; or: (xg,Yo) est une solution de I'équation (E),
donc: axy + by, = ¢ donc (différence membre a membre) a(x — xy) = —b(y — ¥o)
Soitd =aAbona:(3(a,p) €Z?) {a —Zcf\ﬁet:bl—ﬁd
Donc:
(x,y) €S = alx —x0) = =b(y — ¥o)
& ad(x —xp) = —pd(y — ¥o)
Salx—x) =—-By—yo) (*) (d#0)
On conclut que : B| a(x — x) et puisque : @ A § = 1 alors (d’aprés T. Gauss) B|(x — xg)
Donc (3k € Z)((x — x¢) = kPB) et parsuite: (*) akB = —B(y —yp) dol: y—y, = —ka

a
— =k a par—

Parsuite: (x,y) €S & {(y Yo) * ol k € Z en remplacant p Onobtient:
(x —x0) = kB B par-
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(xx,y)ES = x=1x +kd—b ety=y0—% C.Q.F.D.

Exemple :

Considérons 'équation (E): 756x — 245y = 14
1- Montrer I’équation (E) admet une solution.
2- Déterminer une solution particuliere de (E)
3- Résoudre I'équation (E)

Solution :

756 =22x33x7et245=5x72

1-Ona: 756 A 245 = 7 et 7|14 donc I'équation (E) admet une solution dans Z?.
2- En utilisant I'algorithme d’Euclide on obtient a = 756 et b = 245
a=3%Xb+21

b=11x21+14

21=14+7

On adonc:

21=a—-3b

b=11%x(a—3b)+ 14 & 14 = 34b — 11a
7=(a—-3b)—(34b—11a) & 7 =12a—37b

Finalement :

14 = 24a — 74b et donc le couple (24,74) est une solution particuliére de (E) d’'ou

S = {(24 _ x2S gy "”56)/ ke Z} = {(24 — 35k, 74 — 108k)/ k € 7} = {(24 + 35k, 74 + 108k)/ k € 7}

7’ 7

4) La congruence modulo n ,complément.
Théoréme :

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls.etn € N*etd =nAcona:ac=bc[n] = a=b [g]

Preuve :

=)

On suppose : ac = bc [n], donc n|(ac — bc) = c(a — b) donc%|§(a — b) et comme % /\g =1
Alors :( D’apres théoréme de Gauss)

2|(a—b) donc:a=bl[5]

()

Onsupposeque:aEb[g] donca=b+k% (k€Z)doncda=db+kn (d=nAc=>c=uad)

Donc: ada = adb + akn d’ou ca = cb + hn donc ac = bc [n].

Propriété :
P {ac = bc [n]
cAn=1

a=b[n]

=>a=b|n] 9{ il

_ ac = be [p] _
=>a=b[m] e{ppremierethfc =>a=b[m]

Preuve :
Ce sont des résultats immédiats du théoreme précédent.

5)Le P.G.D.C et le P.P.M.C de plusieurs nombres.

Définition :

Soient a4, a,, ..., a, des entiers relatifs non nuls, le plus grand entier naturel d qui divise en méme temps tous
les nombres a4, a,, ..., a, s’appelle le plus grand diviseur commun des nombres a4, a,, ..., a, et se note :
d=a;ANa, AN ...\ a,

Théoréme :
Soient a4, a,, ..., a, des entiers relatifs non nuls ; on a :
aiNaz AN ap=(agNag Ao\ ap_y) A(Ap_q1 A ay)

9
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Exemple :

756 A350 A 616 = 756 A (350 A 616) = 756 A 14 = 14
Théoréme (Généralisation de Bézout)
Sid=a; Aay A ...\ ay alors 3(a;) <i<n telle que : d = Y-, a;a;
Preuve : par récurrence

Définition :
On dit que les entiers relatifs non nuls a4, a,, ..., a, sont premiers entre euxsi a; Aa A ...A a, =1

Remarque :
Les entiers relatifs non nuls a4, a,, ..., a,, sont premiers entre eux ne veut pas dire que les entiers a4, a,, ..., a, sont
premiers entre eux deux a deux.

Exemple :
3,5 et 6 sont premiers entre eux.

Théoréeme (Généralisation de Bézout)
Sia; Aay A ...\ a, = 1sietseulement si3(u;)i<i<n telleque: 1 =Y w;a;

Définition :

Soient a4, a,, ..., a, des entiers relatifs non nuls, le plus petit entier naturel m qui est multiple en méme temps
tous les nombres a4, a,, ..., a,, s’appelle le plus grand diviseur commun des nombres a4, a,, ..., a, et se note :
d=a;Va,V..Va,

6) Propriétés des nombres premiers.

Théoréme :

@ Si p et g sont des nombres premiers positifs alors ils sont premier entre eux.

@ Si p est premier alors il est premier avec tout nombre entier non nul a tel quep t a

Preuve : En exercice.

Remarque :
La réciproque de @ n’est pas vrais ; 14 et 9 sont premiers entre eux mais aucun d’eux n’est premiers.

Propriétés :

p premier
plab = p|b
pta

(1) = pla oup|b = 3i € {1,2,..,n} pla;

o {p premier

o { p premier
plab

plaia, ...a,

p premier = 3i€f{l2,..,nlp=p;

Vi € {1,2, ..., n}; p; premier
o{
plp1bz P

Preuve : Résultat du théoréme de Gauss.

7) Le petit théoréme de Fermat.
Théoréme :

Si p est un nombre premier et a un entier relatif non nul et pas divisible par p alors :aP~! — 1 est divisible par
p c’est-a-dire a?~1 = 1 [p] ou encore : aP = a [p]

10
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Preuve :

Soient p un nombre premier et k un entier natureltelque 1 <k <p—1
On ap premieretp > k donc p t k et par suite p A k = 1 d’autre part :

p! o px(@-1I k-
Kp—k)! (k—Dl(p—k) Pre-
Donc p|kCz’,‘ et comme p A k = 1 alors d’aprés T. Gauss p|Cz’,‘

kCk =k i
Montrons que p|(a + 1)P —aP — 1
On a d’preés la formule de binéme Ona: (a 4+ 1) = a? + CyaP™* + CiaP™? + - + Cg_la +1
Donc(a+1)P —a? —1=CpaP~t 4+ ClaP™* + - + Cf,’_la
Et comme p|Cz’,‘ pourl<k<p-1 alors pl(a+1)P —aP -1
Onadonc:(a+ 1)’ —1=aP [p].
Montrons par récurrence sur a (On prend pour le moment a € N) quea? = a [p]
e Poura = 0 la propriété est vraiecar 0P =0 =0 [p]
e On suppose que la propriété est vraie pour a c’est-a-dire a? = a [p]
e Montrons que le propriété est vraie pour (a + 1) c’est-a-dire (a+1)P =a+1 [p]
On a : d’aprés les questions précédente (a + 1)P = a? + 1 [p].
Ord'apresH.RaP =a [p]donc: (a+ 1)’ =a+1 [p].
Donc (Va € N)(Vp € P)(aP = a [p])
Sia <0alors—a >0
o Sip=2onauraa’?=(-a)? = (—a)[2] et—a=a [2] car (2|(a — (—a)) = 2a)
o sip = 3alors p estimpaire et (—a)? = —aP et (—a)? = (—a) [p] on en déduit que —aP = —a [p] et
finalement a? = a [p]
D’ou le théoréme.
Exemple :
Montrons que : (Yn = 2)n° =n [30]
On a : d’aprés le petit théoréme de Fermat : n° =n [5]
Donc 5|n° —n
Dautrepart:n® —n=nn*-—1) =nn?>-1)n?*+1) =n(n—-Dn+1)(n?*+1)
Donc 2[n(n — 1) et 3|(n — Dn(n + 1) et puisque 2 et 3 sont premiers alors 6 = (2 x 3)|n° —n

Finalement :
5 _ 5 _
{6|n n et5n’—n _ (30|n5 = n)
6A5=1
Exercices

© Soient p et g deux nombres premiers distincts ; montrer que p?~! + q?~! = 1 [pq]

@® Considérons dans Z I'équation (E): x* + 781 = 3y* et soit S son ensemble de solution :
1- Montrer que (Vx € Z)(x* =1 [5] ou x* =0 [5])
2- Montrer que (Vx € Z)(x* + 781 = 2 [5] ou x*+ 781 =1 [5])
3- Déterminer I'ensemble S.

Remarque :

La réciproque du théoréme de Fermat n’est pas vraie : 72° = 1 [24] mais 25 n’est pas premier.
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I11) SYSTEMES DE NUMERATION

1) Théoréme et définition

Théoréme :

Soit b un entier naturel telque: b > 1

Chaque entier naturel non nul n s’écrit d’'une fagon unique de la forme :
n=anb™+ ap_1b™ 1+ -+ a;b+ag

Ou : les (a;)1<i<n SONt des entiers naturel 0 < a; < b—1leta, #0

Preuve :
En utilisant la division Euclidienne de n sur b on obtient:n = q:b + agou0 < ay < b
o Sigi<b-—1lonsarréteeta; =q,
o sigy = b, On effectue une autre division Euclidienne de g4 sur b on obtient: q; = q,b + a4
et par suiten = (q,b + a;)b + ag = q;b* + a1 b + a,.
e Sig; <b-—1lons'arréteeta, =q,
e Sinon on continue le processus

Notation :
Sin=apbh™+ ap_1h™ 1+ -+ a1b+ay onécrit:n = aya,_1...a ) cette écriture s’appelle I'écriture de

I’entier n dans la base b

Exemple :

Le nombre n = 2987 s’écritn = 2987 gy carn = 2 x 10* + 9 x 10% + 8 x 10% + 7
Essayons d’écrire n dans la base 6 :

Ona: 20g7| 6
2987 =6x497 +5 s 497 | 6
497 =6x%x82+5

82=6x13+4

13=6x2+1

2=6%x0+2

Donc2987 = 2 X 6* + 1 X 63 + 4 X 6% +5Xx 6 + 5 = 214554,

Cette succession de divisions Euclidiennes se représente comme ci-contre :

2) Les opérations dans une base de numération

On peut effectuer la somme dans une base donnée b par deux fagons différentes :
e La décomposition :

2534(7) + 6317y = @X7P+5x7*+3X7+4)+(6X7*+3x7+1)
=2X73+(5+6)x72+(B3+3)x7+(4+1) 5+6=7+4
=3X73+4X7°+6%X7+5
= mﬁ)

e  Calcul direct avec le retenu

12



L’arithmétique A.KARMIM

Il est préférable d’effectuer le produit en utilisant le calcul direct avec le retenu car la décomposition risque d’'étre
longue :

Pour vérifier :

327(g) X 5605y = (3%x8%24+2x8+7)x (5x8+6)
= 9890
= 232425)

Pour effectuer des opérations dans différentes base on développe les deux nombres dans la base 10 ; on effectue
I'opération et on écrit le résultat dans la base demandée.
Exemple : effectuer dans la base 9
64320y X Sh@gy = (6 XT3 +4x724+3x7+2)x(5x8+4)
=100188
=1x95+6%x9*+2%x9%3+3%x92+8x9+0
= 162380

IV) CRITERES DE DIVISIBILITE DES NOMBRES 5,25,3,9,11 ET 4

Théoréme :
Soit x un entier naturel non nul tel que : x = a,. 10" + a,,_;. 10" 1 + -+ a;. 10 + gy ot 0 <a; <9;o0na:
e x=0[5]e aqy,=00uqgy=>5
e x=0[25] < aa, € {0,2550,75}
e x=0[3]le Yl,a;=0]3]
e x=009]e Yl,a;=0]9]
[
[

e x=0[11]1e Y, ,(-Dia;=0][11]
e x=0[4] = @a,=0][4]

Preuve en exercice :

V) L’ENSEMBLE Z./pZ OU p EST UN NOMBRE PREMIER.

Théoréme :

Pour tous entiers relatifsnonnulsaetb;aAn=1< (Am € Z)(am = 1 [n])

Preuve :
(=) On suppose que: a An = 1, alors d’prés T. Bézout (3(m,u) € Z?)(ma +un = 1)

Donc: (3(m,u) € Z?)(un = 1 — ma) donc n|ma — 1 et finalement: am = 1 [n]
(<) On suppose que : (3m € Z)(am = 1 [n]) donc n|(am — 1) donc (3k € Z)(am — 1 = kn)

donc:am — kn = 1 et d’apres T. Bézout inversea An =1
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Théoréme :

Si p est un nombre premier positif alors tout élément X # 0 admet un inverse dans Z/pZ — {0}

Preuve :

Soit p un nombre premier positif ; on pose E = Z/pZ — {0}

XEE=S @ae{l2,..p—1H(x= @)

p étant, premier donc p ne divise aucun nombre de I'ensemble {1,2,...,p — 1} doupAa =1
Et d’aprés la propriété précédente : (3y € Z*)(ya = 1[p])

Donc:ay =1

Dou:ay =1etcomme X =adoncxy =1
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